
�e�en� p�semn� pr�ce � vzor

P��klad �� �loha �e�en� soustavy line�rn�ch algebraick�ch rovnic AAAxxxx � bbb�

a� Formulace dan	 
lohy�

Pro zadanou matici soustavy AAA a vektor prav	 strany bbb ur�ete vektor xxxx takov�� 
e
plat� AAAxxxx � bbb�

b� Obecn� princip itera�n�ch metod�

Konstruujeme posloupnost vektor� xxxxi� i � �� �� �� � � � takovou� 
e jej� limitou bude
p�esn	 �e�en� xxxx� zadan	 
lohy� Po��te�n� aproximaci xxxx� vol�me� Obecn� lze itera�n�
proces zapsat ve tvaru�

xxxxi�� � FFF i�xxxxi� xxxxi��� � � � � xxxx��� i � �� �� � � � �

Jeliko
 by bylo n�ro�n	 po��tat �i � ���tou iteraci v
dy pomoc� v�ech p�edchoz�ch
iterac�� budeme ji po��tat pouze pomoc� posledn�� tj� xxxxi� A d�le m�
eme p�edpo�
kl�dat� 
e zobrazen� FFF i je line�rn�� tj� dost�v�me p�edpis�

xxxxi�� � MMM ixxxxi � ccci� i � �� �� � � � �

Je vhodn	 vyj�d�it z�vislost itera�n�ho procesu na vektoru prav	 strany bbb�

xxxxi�� � MMM ixxxxi � NNN ibbb� i � �� �� � � � �

Posledn� vzorec p�edstavuje jednokrokovou maticovou itera�n� metodu�

c� Algoritmus metody SOR�

Metoda SOR je p��kladem itera�n� metody� Nejprve je nutn	 zvolit po��te�n� apro�
ximaci xxxx� a hodnotu parametru �� Novou iteraci xxxxi�� hled�me jako line�rn� kombi�
naci p�edchoz� hodnoty xxxxi a hodnoty z�skan	 Gaussovou�Seidelovou metodou xxxxGSi���
Je z�ejm	� 
e pro parametr � � � dostaneme Gaussovu�Seidelovu metodu�

d� Realizace�
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P�edpis pro Gaussovu�Seidelovu metodu�
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P�edpis pro metodu SOR�
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i � � � � �
xi ������� ������� ������� ������� �������
yi ������� ������� ������� ������� �������

e� �loha parametru ��

Smysl parametru � je v mo
nosti urychlit v�po�et� Samoz�ejm� z�le
� na volb��
Parametr � mus� b�t z intervalu ��� ��� V bod� d� je vid�t� 
e metoda SOR pro
� � �� konverguje rychleji ne
 pro � � ��� Existuje postup na ur�en� optim�ln�
hodnoty parametru ��

P��klad �� Numerick	 integrov�n��

a� Formulace 
lohy numerick	ho integrov�n��

Pro danou integrovatelnou funkci f � f�x� na intervalu ha� bi chceme ur�it hodnotu
ur�it	ho integr�lu

I�f� �

bZ
a

f�x� dx�

b� Vysv�tlete princip Newtonov�ch�Cotesov�ch vzorc��

Z�kladn� tvar Newtonov�ch�Cotesov�ch vzorc� z�sk�me tak� 
e na intervalu inte�
grace nahrad�me integrovanou funkci interpola�n�m polynomem s ekvidistantn�mi
uzly� Slo
en	 Newtonovy�Cotesovy vzorce z�sk�me tak� 
e provedeme nejprve ekvi�
distantn� d�len� cel	ho intervalu ha� bi a na vznikl�ch podintervalech pou
ijeme
z�kladn� vzorce�
Nejjednodu��� vzorec dostaneme aproximujeme�li funkci f konstantn� funkc�� Ob�
dr
�me tzv� obd�ln�kov� pravidlo� V p��pad�� 
e funkci f aproximujeme line�rn�
funkc�� obdr
�me lichob��n�kov� pravidlo� A v p��pad�� 
e funkci f aproximujeme
kvadratickou funkc�� obdr
�me Simpsonovo pravidlo� �Na�rtnout obr�zky  �

c� Popi�te z�kladn� a slo
en	 lichob�
n�kov	 pravidlo�

Z�kladn� vzorec odvod�me tak� 
e na intervalu hxk� xk��i nahrad�me funkci f line�r�
n�m interpola�n�m polynomem� kter� interpoluje f v uzlech xk a xk��� Dostaneme

xk��Z
xk

f�x� dx �
h

�
!f�xk� � f�xk���"� kde h � xk�� � xk je krok d�len��

Slo
en� vzorec dostaneme se�ten�m t�chto z�kladn�ch vzorc�� tj�

bZ
a

f�x� dx � h!
�
�
f�x���

N��X
k��

f�xk��
�
�
f�xN �"� kde N �

b� a

h
je po�et uzl� d�len��

Integrovanou funkci f jsme nahradili lomenou �arou� �Obr�zek  �

d� V�po�et p�ibli
n	 hodnoty ur�it	ho integr�lu �krok h � �� ��

�Z
�
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� �� ���� � � �� �� � �� �� � �� �� � �� �� � �� � �� ����� � � �� ���

e� De#nice�

Algebraick�m ��dem kvadraturn�ho vzorce rozum�me takov	 cel	 ��slo n� pro n�

plat�� 
e kvadraturn� vzorec integruje p�esn� polynomy a
 do stupn� n v�etn� a
polynom stupn� n � � ji
 p�esn� neintegruje�

Konvergentn� kvadraturou nazveme takov	 syst	my kvadraturn�ch vzorc� s koe#�
cienty wn

i � i � �� �� � � � � n a uzly xni � i � �� �� � � � � n de#novan�mi pro v�echna
n � �� �� � � � � pro kter	 plat�

lim
n��

nX
i��

wn
i f�xni � �

bZ
a

f�x� dx

pro ka
dou spojitou funkci f �

�S rostouc�m n mus�me dostat p�esn�j�� hodnotu dan	ho integr�lu��

P��klad �� Po��te�n� 
loha pro oby�ejnou diferenci�ln� rovnici�

a� Formulace dan	 
lohy�

Pro danou re�lnou funkci f � f�x� y�x�� ur�ete �e�en� y � y�x� rovnice

y��x� � f�x� y�x��

s po��te�n� podm�nkou
y�x�� � y��

b� Eulerova metoda�

Jedn� se o nejjednodu��� jednokrokovou metodu� Z�kladem metody je diskretizace
intervalu pro prom�nnou a aproximace �e�en� pomoc� Taylorova rozvoje� P�ibli
n	
�e�en� se nekonstruuje jako spojit� funkce� ale generujeme body x�� x�� x�� � � � a
ur�ujeme hodnoty y�� y�� y�� � � �� kter� aproximuj� y�x��� y�x��� y�x��� � � ��

Princip�

y� je d�no �po��te�n� podm�nka�

y� po��t�me extrapolac� z hodnoty y�� p�i�em
 se na intervalu hx�� x�i �e�en� apro�
ximuje p��mkou� kter� proch�z� bodem �x�� y�� a m� sm�rnici y� � f�x�� y��� Ta
m� rovnici

y � y� � �x� x��f�x�� y���

tj� pro x� dost�v�me
y� � y� � �x� � x��f�x�� y���

Tento postup opakujeme pro ur�en� hodnoty y�� Obecn� potom dost�v�me reku�
rentn� vztah�

yn�� � yn � �xn�� � xn�f�xn� yn�� n � �� �� � � � �

�Obr�zek  �



c� $e�en� 
lohy �Pro ekvidistantn� d�len� intervalu h�� �i s diskretiza�n�m krokem
h � �� ��

y� � x� y� x � ��� ���
y��� � ��

n � � � � �
xn � ��� � ��� �
yn � ��� ��� ���� �����

d� Podm�nky �e�itelnosti 
lohy�

Posta�uj�c� podm�nkou existence a jednozna�nosti �e�en� po��te�n� 
lohy je spln�n�
spojitosti a Lipschitzovy podm�nky v prom�nn	 y funkce f na mno
in� ha� bi �R�
$ekneme� 
e f spl%uje na mno
in� ha� bi �R Lipschitzovu podm�nku v prom�nn	
y� existuje�li konstanta L �nez�visl� na x� y� tak� 
e plat�

kf�x� y� � f�x� z�k � L ky � zk� �x � ha� bi� �y� z � R�

e� De#nice�

B�hem numerick	ho �e�en� po��te�n�ch 
loh vznikaj� chyby dvoj�ho druhu� chyby
aproximace a chyby zaokrouhlovac�� Chyby aproximace �metody� d�l�me na lok�ln�
a glob�ln� chybu metody�

Lok�ln� chyba metody dn na intervalu hxn� xn��i je nep�esnost� s n�
 hodnoty teo�
retick	ho �e�en� dan	 
lohy spl%uj� rekurentn� vztah� ze kter	ho se po��t� hodnota
yn�� p�ibli
n	ho �e�en�� Pro dn plat��

y�xn��� � y�xn� � �xn�� � xn�� �z �
hn

f�xn� y�xn�� � dn�

kde y�x� jsou hodnoty p�esn	ho �e�en��

Jinak lze lok�ln� diskretiza�n� chybu ch�pat jako nep�esnost� kter	 se dopou�t�me
v jednom kroku metody�

Glob�ln� chyba metody je de#nov�na takto�

en � y�xn�� yn�

a je samoz�ejm� z�visl� na lok�ln�ch diskretiza�n�ch chyb�ch�

	�d metody je nejv�t�� p�irozen	 ��slo p takov	� 
e pro danou metodu aplikovanou
na po��te�n� 
lohu s dostate�n� hladk�m �e�en�m plat� p�i ka
d	m pevn	m n a
hn � � odhad

dn � O�hp��n ��

tj� existuje ��slo C nez�visl	 na hn takov	� 
e pro mal� hn plat� jdnj � Chp��n �


