ResSeni pisemné prace — vzor

P#iklad 1. Uloha feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic Az = b.

a. Formulace dané tlohy.
Pro zadanou matici soustavy A a vektor pravé strany b urcete vektor & takovy, ze
plati Az = b.

b. Obecny princip iterac¢nich metod.

Konstruujeme posloupnost vektori =;, + = 0,1, 2, ... takovou, ze jeji limitou bude
presné feSeni £* zadané Glohy. Pocate¢ni aproximaci o volime. Obecné lze itera¢ni
proces zapsat ve tvaru:

ziv1 = Fi(zi,zi-1,...,%0), 1=0,1,....

Jelikoz by bylo naro¢né pocitat (i 4+ 1)-tou iteraci vzdy pomoci vSech piredchozich
iteraci, budeme ji pocitat pouze pomoci posledni, tj. ;. A dile mizeme predpo-
klddat, ze zobrazeni F'; je linearni, tj. dostavame predpis:

T = M;z; + ¢, 1=0,1,....
Je vhodné vyjadrit zavislost itera¢niho procesu na vektoru pravé strany b:
;41 = M;z; + N;b, 1=0,1,....

Posledni vzorec predstavuje jednokrokovou maticovou itera¢ni metodu.
c. Algoritmus metody SOR.

Metoda SOR je prikladem iterac¢ni metody. Nejprve je nutné zvolit pocatecéni apro-
ximaci £g a hodnotu parametru w. Novou iteraci #;; hledame jako linedrni kombi-
naci predchozi hodnoty z; a hodnoty ziskané Gaussovou-Seidelovou metodou :l:ﬁ_sl
Je ziejmé, Ze pro parametr w = 1 dostaneme Gaussovu-Seidelovu metodu.
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Ptedpis pro Gaussovu-Seidelovu metodu:

d. Realizace.
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Predpis pro metodu SOR:
Yi 9—zip

+ (1 — w)m, Yirl = w + (1 — w)y;.
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1 0 1 2 3 4
z; || 1,50000 | 0,60000 | 0.34800 | 0,43944 | 0,42940
y; || 1,50000 | 2,22000 | 2,15160 | 2.13784 | 2,14360




2) w=wy =1,6.

i 0 1 2 3 4
z; || 1,50000 | 0,30000 | 0,15600 | 0,71472 | 0,27488
vi || 1,50000 | 2,58000 | 1,98960 | 2,12035 | 2,21784

e. Uloha parametru w.
Smysl parametru w je v moznosti urychlit vypocet. Samoziejmé zalezi na volbé.
Parametr w musi byt z intervalu (0,2). V bodé d. je vidét, ze metoda SOR. pro
w = w; konverguje rychleji nez pro w = wy. Existuje postup na uréeni optimélni
hodnoty parametru w.

Priklad 2. Numerické integrovani.

a. Formulace tilohy numerického integrovani.

Pro danou integrovatelnou funkci f = f(z) na intervalu (a, b) chceme uréit hodnotu
urcitého integralu

b
1)) = [ f(w)do.

b. Vysvétlete princip Newtonovych—Cotesovych vzorci.

Zakladni tvar Newtonovych—Cotesovych vzorci ziskdme tak, ze na intervalu inte-
grace nahradime integrovanou funkci interpola¢nim polynomem s ekvidistantnimi
uzly. SloZzené Newtonovy—Cotesovy vzorce ziskdme tak, ze provedeme nejprve ekvi-
distantni déleni celého intervalu (a,b) a na vzniklych podintervalech pouZijeme
zékladni vzorce.

Nejjednodussi vzorec dostaneme aproximujeme-li funkci f konstantni funkci. Ob-
drzime tzv. obdélnikové pravidlo. V piipadé, ze funkci f aproximujeme linedrni
funkci, obdrzime lichobéznikové pravidlo. A v pripadé, Ze funkci f aproximujeme
kvadratickou funkci, obdrzime Simpsonovo pravidlo. (Nacrtnout obrazky !)

c. Popiste zédkladni a slozené lichobéznikové pravidlo.

Zakladni vzorec odvodime tak, Ze na intervalu (x, 2 1) nahradime funkci f linear-
nim interpola¢nim polynomem, ktery interpoluje f v uzlech z a zp4;. Dostaneme

Tp+41
h
f(z)dz ~ g[f(xk) + f(zk+1)], kde h = 241 — 2 je krok déleni.

Tk

Slozeny vzorec dostaneme se¢tenim téchto zakladnich vzorct, tj.

b N—1
1 1 —
/f(:z:) dz ~ h[if(xg)wL Z f(:l:k)+§f(mN)], kde N = bh_a je pocet uzli déleni.
a k=1

Integrovanou funkci f jsme nahradili lomenou ¢arou. (Obréazek !)

d. Vypocet piiblizné hodnoty uréitého integrialu (krok h = 0,2)

2
1 1
/:1:2 dz =~ 0,2(5.12 +1,22 +1,4% +1,6> 4+ 1,87 + 5.22) =
1



=0,2(0,54+1,44 + 1,96 + 2,56 + 3,24 + 2) = 0,2.11,7 = 2, 34.

e. Definice.

Algebraickym vadem kvadraturniho vzorce rozumime takové celé ¢islo n, pro néz
plati, ze kvadraturni vzorec integruje presné polynomy az do stupné n vcetné a
polynom stupné n + 1 jiz pfesné neintegruje.

Konvergentni kvadraturou nazveme takové systémy kvadraturnich vzorci s koefi-
cienty w}', + = 0,1,...,n a uzly z}', +« = 0,1,...,n definovanymi pro vSechna
n=20,1,..., pro které plati

b

Jim S wl fef) = [ ) do
1=0

a

pro kazdou spojitou funkci f.
(S rostoucim n musime dostat presnéjsi hodnotu daného integralu.)

Priklad 3. Pocatecni tloha pro obycéejnou diferencidlni rovnici.

a. Formulace dané tlohy.

Pro danou redlnou funkei f = f(z,y(z)) urdete feseni y = y(z) rovnice

y'(z) = f(z,y(z))
s pocateéni podminkou
y(zo0) = yo-
b. Eulerova metoda.

Jedné se o nejjednodussi jednokrokovou metodu. Zakladem metody je diskretizace
intervalu pro proménnou a aproximace reseni pomoci Taylorova rozvoje. Piiblizné

FeSeni se nekonstruuje jako spojitd funkce, ale generujeme body xg,z1,z2,... a
uréujeme hodnoty o, y1, y2, - . ., kterd aproximuji y(zo), y(z1), y(x2),. . ..
Princip:

Yo je dano (pocateéni podminka)
y1 pocitame extrapolaci z hodnoty yg, pfi¢emz se na intervalu (x, z1) feSeni apro-
ximuje piimkou, kterd prochézi bodem (zgp,yo) a ma smérnici y' = f(zg,yo). Ta
mé rovnici
Y =yo + (z — 20) f(0,Y0),

tj. pro 1 dostavame

y1 = yo + (21 — 20) f (20, Yo)-
Tento postup opakujeme pro uréeni hodnoty ys. Obecné potom dostavame reku-
rentni vztah:

Yn+1 :yn+(xn+1 _xn)f(xnayn)a ’I’LZO,I,....

(Obrézek 1)



c. Reseni tilohy (Pro ekvidistantni délen{ intervalu (0,2) s diskretiza¢nim krokem
h=0,5)
y = z—y, z€(0,2),
y(0) = 1.

n o] 1] 2 3 4
o 10105 ] 1 | 15 | 2
yn 1110505075 | 1,125

d. Podminky fesitelnosti tlohy.
Postacujici podminkou existence a jednoznac¢nosti feseni pocatecni tlohy je splnéni
spojitosti a Lipschitzovy podminky v proménné y funkce f na mnoziné (a,b) x R.
Rekneme, 7e f splituje na mno#iné (a,b) x R Lipschitzovu podminku v proménné
y, existuje-1i konstanta L (nezavisla na x, y) tak, ze plati

1z, y) = f(z,2)| < Llly = 2ll, Vzelab), Vy,zeR.

e. Definice.
Béhem numerického reseni pocatecnich tloh vznikaji chyby dvojiho druhu, chyby
aproximace a chyby zaokrouhlovaci. Chyby aproximace (metody) délime na lokalni
a globalni chybu metody.

Lokdlni chyba metody d, na intervalu (x,,z,1) je nepfesnost, s niz hodnoty teo-
retického reSeni dané ulohy spliiuji rekurentni vztah, ze kterého se poc¢itd hodnota
Yn+1 Priblizného feseni. Pro d,, plati:

Y(Tnt1) = Y(@n) + (@nt1 — 2n) (@0, y(20)) + dn,
hn

kde y(z) jsou hodnoty piesného feseni.

Jinak lze lokalni diskretiza¢ni chybu chapat jako nepiesnost, které se dopoustime
v jednom kroku metody.

Globalni chyba metody je definovana takto:

€n = y(xn) — Yn,

a je samoziejmé zavisla na lokdlnich diskretizac¢nich chybach.
Rdd metody je nejvétsi prirozené ¢islo p takové, Ze pro danou metodu aplikovanou
na pocateéni tlohu s dostateéné hladkym tfesenim plati pti kazdém pevném n a
h, — 0 odhad

dn = O(h;™),

tj. existuje ¢islo C' nezdvislé na h,, takové, ze pro mald h,, plati |d,| < ChETL.



