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1. MATEMATICKE NASTROJE FYZIKY

1.1 Filosoficka stranka matematiky aneb Hilbert versus mnoZiny

Matematika béhem svého vyvoje postupné prosla tfemi krizemi, které ovlivnily dalsi vyvoj a vétSinou ne
jen matematiky, ale i véd pfibuznych. Zpocatku vyvoje prvnich védeckych poznatkll totiz se totiz vétSinou
»védec” (ucenec) zabyval védou bez rozdilu zajmu. Takze v historickych a Zivotopisnych dilech miZeme najit o
daném ucenci, ze to byl matematik, astronom, filosof, 1ékaf, fecnik, pravnik, teolog, ... pozdéji (kdyz se zacala
zhruba od 14. stoleti rozvijet fyzika) i fyzik. Postupem casu, jak se zvétSovalo mnozstvi poznatkd, které byly z
danych obort objeveny, zacali se i védci (ucenci) specializovat, takze pozdéji se v zZivotopisech setkame ,,jen* s
matematikem a fyzikem, fyzikem a astronomem, pravnikem, teologem a politikem (nahrada starovékych
fecnikd), ...

Zminéné 3 krize matematiky byly tyto:

1. krize matematiky - objevila se béhem tzv. hrdinského veku fecké matematiky (6. - 4. stoleti pi. n.
1.). Jeji pficinou byl objev nesouméfitelnosti usecek, tj. nemoznost vyjadieni vSech Cisel (asecek)
pomoci pomért (tj. pomoci ¢isel racionalnich) - napf. strana ¢tverce a jeho thlopficka (pomér je
1:42 ). Tento objev vychazel pifimo z uceni pythagorejcti, ktefi se snazili veSkeré déni ve svété
prevést na Cisla, takze se Cisly zabyvali dikladné. Hlavnim jejich pfedstavitelem byl Pyhtagoras
(asi 570- 500 pt. n. L.).

2. krize matematiky - pfelom 18. a 19. stoleti; souvisi s nepfesnym zavadénim ,,nekone¢né malych® a
,hekoneéné velkych® veli¢in v souvislosti se zpfehlednénim a zpfesiiovanim zakladd matematické
analyzy (,,é—0 akrobatika®“ - definice limit, derivaci, ... jsou vystavény pravé na zaklade¢
,.nekoneéné malych* a ,,nekonecné velkych* veli¢in).

3. krize matematiky - konec 19. stoleti, kdy rusky matematik George Cantor (1845 - 1918) zavadi
teorii mnozin (vychazi v roce 1874). Vybudovanim teorie mnozin se objevila fada paradoxi, které
se snazily teorii mnozin vyvratit. Problém byl v samotné axiomatické vystavbé teorie mnozin.
Tato (zatim posledni) krize matematiky trva v podstaté dodnes.

Problém, na zakladé néhoz v podstaté vznikla tieti krize matematiky, souvisi Gzce teorii mnozin. Ta
operuje s pojmem ,nekoneéno” a to bylo pravé pficinou fady obtizi a paradoxl. Pfi zavadéni pojmu
,hekone¢no® jsou mozné dva pristupy:

1. nekonecno potencialni (v moznosti) - ptistup starSich matematiki, kdy nekone¢né mnoziny (napf.
mnozina pfirozenych cCisel) byla budovana postupnym piidavanim dalSich prvki: z mnoziny
{1,2,3,...,n} vytvofim mnozinu {1,2,3,...,n, n+1}, z ni pak mnozinu {1,2,3,...,n,n+1,n+2},

...; pfitom plati: {l, 2,3,..., n} c {1, 2,3,..,n, n+1} C {l, 2,3,..,n,n+1, n+2} C..

2. nekonec¢no aktudlni (v uskutenéni) - pfistup, ktery pfevazuje dnes a ktery vychazi z toho, ze
v§echny nekone¢né mnoziny, které matematikové potebuji, jsou jiz vytvofeny

Prvni znamky aktualniho nekonecna se zacinaji objevovat ve filosofii na pfelomu starovéku a novoveku -
némecky matematik Gottfried Wilhelm Leibniz (1. 7. 1646 - 14. 11. 1716) patii k prvnim zastanctim aktualniho
nekonec¢na. Problém s nekoneénymi mnozinami vznika ale uz diive. Galileo Galilei (15. 2. 1564 - 8. 1. 1642)
konstruuje (nekoneéné) mnoziny {1,2,3,4,5,6,..} a {1,4,9,16,25,36,...} . Mezi tdmito mnoZinami existuje
vzajemné jednoznacné zobrazeni (druha mocnina resp. druhd odmocnina). Jinymi slovy existuje vzajemné
jednoznacné zobrazeni mnoziny {1, 2,3,4,5,6, } na svoji podmnozinu {l, 4,9,16, 25, 36, } . To je ale pfitom
ve sporu s Euklidovym axiomem (postulatem), ktery fika, Ze celek je vzdy vétsi nez Cast.

Bernard Bolzano (1781 - 1848) pfistupuje k celé problematice nekonecen s teologickymi argumenty
(krom¢ matematikem je i profesorem teologie na Karlové Univerzit€). Tento teologicky argument se tyka praveé
nekonecnych mnozin s aktualnim piistupem: vytvofena (jiz existujici) nekonecna mnozina vyzaduje (aby byla
uchovana) nekonec¢nou mysl. Tu mé jediné Bth, ktery sice mlize nekoneéné mnoziny (pfirozena cisla, ...)
vytvotit, ale otazkou je, jestli to chce.

Poté, co v roce 1874 publikoval George Cantor svoji teorii mnozin, problémy s nekonecny se projevily
jesté vice. Teorie mnozin obsahuje v§echny mnoziny a tedy i mnozin nekonecné. A fada matematikii se branila
jejimu pfijeti - mély podobné rozporuplné pocity jako Galileo Galilei pti kostruovani svych dvou mnozin.

Typickym piikladem, ktery se v této souvislosti objevuje jako ,.diikaz* neplatnosti teorie mnozin a na
kterém je zalozena fada dalSich paradoxi, je ptipad holice ve mésté. Ve mésté Zije holi¢, ktery nékteré obyvatele
holi, nekteti se holi sami. Kazdy obyvatel se tedy nechava holit bud’ holicem nebo se holi sam (nekombinuje obé
metody). Cilem je rozdélit mésto do dvou disjunktnich mnozin (mnozin s prazdnym priinikem), podle toho, jestli
je holi holi¢ nebo se holi sami. Kam ale s holi¢em? Holice holi holi¢ a ptitom se ale holi sam!

Jinym pfikladem je tzv. Russeliiv paradox: zavedeme mnozinu M jako mnozinu v§ech mnozin X, pro
které plati, Ze mnozina X nepatii do X, tj. M = {X ; X eX } . A co mnozina M? Pokud M € M , pak to znamena

(podle konstrukce mnoziny M), ze M ¢ M . Pokud budeme piedpokladat, ze M ¢ M , pak (opét podle zavedeni
mnoziny M) dojdeme k zavéru, ze M e M .
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Neptijemné na celé situaci bylo, ze tyto uvedené spory a paradoxy se zacaly objevovat v dob¢, kdy cela
matematika teorii mnozin uz pouzivala a zacala na ni budovat dalsi zavéry.

Pokusem o zachranu nejen teorie mnozin se stala axiomaticka vystavba matematiky. Za axiom bylo v
rannych matematickych dobach (Euklides a jeho Zdklady) povazovano tvrzeni intuitivné jasné, které neni tfeba
dokazovat. Na pocatku 20. stoleti se vyznam axiom posunul: je to tvrzeni, které je vybrany pro dany tcel a z
n¢hoz se potom odvozuji dalsi tvrzeni a zavéry. Hlavnim iniciatorem tohoto snazeni byl némecky matematik a
fyzik David Hilbert (23. 1. 1862 - 14. 2. 1943), ktery formalizoval matematiku, tzn. ze zavedl

1. systém symboll (jakousi abecedu) pouzivanou matematiky (latinska a feckd pismena, Cislice,
symboly, ...)

2. pravidla podle kterych se z abecedy tvofi slova (napt. x+y, y++/—ab++)(, ...)

Hilbertlv formalismus fik4, Ze matematik si nesmi nic predstavovat - pro néj existuji jen axiomy, na
zéklad€ nichz a platnych pravidel se provadi dikazy ,,slozitéjSich™ tvrzeni, ... Matematika se tim odloucila od
realného svéta. Realny svét popisuje fyzika. Fyzik, pokud pusti ve vysSce jednoho metru nad podlahou kamen,
vi, Ze kamen spadne na podlahu pod vlivem tihové sily Zemé. Dost tézko muZze rozvijet teorii, kterda bude
popisovat, jak pustény kamen bude levitovat nebo dokonce prorazi strop a vyleti smérem vzhiru, protoze to
neodpovida realité¢. Matematik tuto Silenou teorii budovat muze, protoze diky Hilbertovu formalismu nema
matematicka teorie Zadnou spojitost s praxi.

Soucasti Hilbertovy prace byly tyto podminky na matematickou teorii:

1. nezavislost axiomd - jsou nékteré matematické teorie, kde se zavislé axiomy vyskytuji a je to ku
prospéchu véci

2. uplny systém - matematicka teorie musi byt uplna (napf. je mozné dokazat platnost tvrzeni 7 nebo
jeho negaci)

3. bezesporny systém - v tomto systému neni mozné dokazat zaroven platnost tvrzeni 7'i jeho negaci

Na zaklad¢é téchto pozadavkd a zakladnich axioml by bylo mozné budovat jakoukoliv teorii. Hilbert
vetil, Ze je poslednim skute¢nym matematikem, ktery ,,néco vymyslel“. Byl pfesvédcen, Ze je mozné nalézt
mechanické pravidlo pro hledani dikazu a cast svého Zivota vénoval hledani tohoto pravidla. Kdyby toto
pravidlo skutecné nasel, pak by se velmi podstatnym zpisobem sniZila role matematikd - ti by se stali jen
pomocniky stroju, které by hledali diikazy novych tvrzenich, formulovali tvrzeni nova, ...

Zacatkem tficatych let 20. stoleti Kurt Godel dokazal vétu o netplnosti, ¢imz zhroutil Hilbertovy
pfedstavy o ,,konci matematikti”. Godel vyuzil koneény systém axiomu a navrhl vétu, kterd odkazovala sama na
sebe a kterou Ize jednoduse formulovat takto:

V: Tato véta neni dokazatelna.

Pokud by byl Godel schopen tuto vétu dokazat, véta by byla nepravdiva a to by byl problém. Zadna
dobra mnozina axiomll nemize by totiz neméla umoznit dokazat tvrzeni, které je nepravdivé. Pokud by naopak
tuto vétu nebylo mozné dokazat, byla by véta pravdiva, ale to neni mozné v ramci dané teorii dokazat.

vvvvvv

dvacatého stoleti.

Véta o neuplnosti tedy tika, Ze kdyZ mame k dispozici néjakou matematickou teorii (popsatelnou axiomy,
formulemi, ...), ktera obsahuje aritmetiku pfirozenych nebo celych ¢isel a ktera je bezesporna, pak tato teorie
nemize byt uplna. Jinymi slovy v této teorii je mozné formalnimi prostfedky dané teorie dokazat platnost tvrzeni
T i jeho negace nebo danymi prostiedky neni mozné dokézat ani tvrzeni T ani jeho negaci. Jista naprava by se
mohla na prvni pohled zdat v tom, ze jedno z problematickych tvrzeni vezeme jako zakladni axiom. Tim
zvétsime teorii, ale presto se zde vyskytne dal$i nedokazatelné tvrzeni.

Problém je v tom, Ze bezespornost dané teorie neni mozné dokazat v ramci této teorie, ale az v ramci
teorii Sir$i. O té ale dopfedu nevime jestli je nebo neni bezesporna. (Napi. bezespornost realnych ¢isel neni
mozné dokazat v ramci realnych cisel, ale az v ramci ¢isel komplexnich - viz definici komplexnich cisel jako
dvojice cisel redlnych v odstavci 1.9.1)

1.2 Zakladni pojmy algebry

Algebra je ¢ast matematiky, kterda se zabyva rlznymi matematickymi strukturami (grupy, télesa,
vektorové prostory, okruhy, obory integrity, ...), vztahy mezi témito strukturami, zobrazenimi mezi jednotlivymi
strukturami. Zabyva se témito strukturami jak na obecné urovni, tak potom na konkrétnich aplikacich (napf.
matice a feSeni linedrnich rovnic a jejich soustav; ...). Pro dalsi vyklad bude nezbytné seznamit se zdkladnimi
pojmy z linearni algebry.

1.2.1 Od kartézského soucinu k zobrazeni aneb co na stiredni §kole jeSté bylo

Zacneme se zakladni definici, od niz se odviji v§e ostatni: kartézsky soucin.

D: KARTEZSKY SOUCIN MNOZIN 4 A B JE MNOZINA VSECH USPORADANYCH DVOIIC [x; y]
TAKOVYCH, ZE x € A AZAROVEN y € B.ZNACISE AxB.
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Pokud se budeme zabyvat specialni pfipadem kartézského soucinu, ve kterém kazdy prvek ma

maximaln¢ jeden obraz, budeme mluvit o zobrazeni.

VZOr.

D: ZOBRAZENI MNOZINY 4 DO MNOZINY B JE PODMNOZINA KARTEZSKEHO SOUCINU A x B, PRO
JEJIZ USPORADANE DVOJICE [xl; yl], [xz; yz] PLATL: y; #y, = X #X;.

Specialnim pfipadem zobrazeni je pak zobrazeni prosté, kdy kazdému obrazu odpovida maximalné jeden

D: ZOBRAZENI U SE NAZYVA PROSTE, PRAVE TEHDY KDYZ PRO LIBOVOLNE DVA PRVKY
¥ =U(x;) A y, =U(x,) ZOBRAZENI UPLATI: x; #x, = ¥, #1,.

Jestlize se jedna o zobrazeni mnoziny 4 na mnozinu B, které je prosté, mluvime o vzijemné

jednozna¢ném zobrazeni 4 na B.

1.2.2 Od operace k unitarnimu prostoru aneb co se dozvite aZ na vysoké §kole

K dulezitym strukturam, které se zavadéji pravé v algebfe, je nutné zavést i pojem operace.

D: NECHT G JE NEPRAZNA MNOZINA. OPERACI (BINARNI OPERACI) NA MNOZINE G SE ROZUMI
KTEREKOLIV ZOBRAZENI f:GxG —> G.

Mame-li na neprdzdné¢ mnoziné G definovanou néjakou operaci (napf. operaci * - ,hvézdicka“), miizeme
zavést usporadanou dvojici (G, *), ktera se nazyva grupoid. Aby byl grupoid grupou, coz je dulezity pojem pro

dalsi vyklad, musi byt splnény urc¢ité podminky.

D: GRuUPOID (G, *) SE NAZYVA GRUPA, JSOU-LI SPLNENY NASLEDUJICi PODMINKY:
1. PRO VSECHNA g, g, € G PLATL: g, *g, €G,
2. PRO VSECHNA g, &,, &, € G PLATI: (g,*g,)*g; = g (g, *g;) (ASOCIATIVN] ZAKON),
3. EXISTUJE NEUTRALNI PRVEK ne€ G TAKOVY, ZE PRO KAZDY PRVEK g e G PLATI:
g¥*n=n*g=g,
4. PRO KAZDY PRVEK geG EXISTUJE SYMETRICKY PRVEK s€G TAK, ZE PLATI:

g¥s=s*g=n.

Pokud navic pro vSechna g,, g, € G plati g, * g, = g, *g, hovoii se 0 komutativni (Abelové) grupé.

vvvvvv

Matematika pro fyziky

Prvni bod tiké, ze pokud provedeme na libovolné dva prvky z mnoziny G definovanou operaci, vysledek musi
byt také prvkem z mnoziny G. Druhy bod je vyjadfenim asociativniho zakona. Tteti a ¢tvrty bod definuji jisté
»specialni® prvky v mnoziné G, které davaji grupam fadu vyhod. Jedna se ale o ucivo, které ptekracuje rdmec
tohoto ¢lanku.

V definici grupy jsou tyto ,,specidlni” prvky popsany v obecné podobé, i kdyz se vétSinou pracuje s

konkrétnimi ptipady:

1. pro grupu s operaci ,,+* (tj. s¢itani) se neutralni prvek nazyva nulovy a symetricky prvek je prvek

opacény

2. pro grupu s operaci ,,.“ (j. nasobeni) se neutralni prvek nazyva jednotkovy a symetricky prvek je

prvek inverzni.

Priklady grup jsou tyto grupoidy (Z,+), (R,+), (R—{0},.), ... ale uz ne (Z,.) (neexistuje prvek

inverzni), (N, +) (neexistuje prvek opatny), ...

Dalsi algebraickou strukturou je téleso, které miizeme zavést pomoci grup.

D: NECHT T JE NEPRAZDNA MNOZINA, NA KTERE JSOU DEFINOVANY DVE OPERACE: SCITANI A
NASOBENI. (T, +, ) JE TELESO, JSOU-LI SPLNENY NASLEDUJICI PODMINKY:

1. PRO VSECHNA 1, 1,,t; € T PLATL: #,.(¢, +1,) =1,.4, + 1.ty (DISTRIBUTIVN] ZAKON),
2. (T,+) JEKOMUTATIVN{ GRUPA,

3. (T—{0},.) JE(KOMUTATIVNI) GRUPA.

Jako piiklady t&les je mozné uvést (Q,+,.), (R,+,.) a (C,+,.). Dalsi piiklady (s nimiZ se pracuje v

algebte) pro nas nejsou zadnym piinosem.

Dalsi strukturou, s niz pracuje i kvantova fyzika, je vektorovy prostor.

D: NECHT (T, +,.) JE TELESO. REKNEME, ZE V JE VEKTOROVY PROSTOR NAD TELESEM 7,

JESTLIZE V JE NEPRAZDNA MNOZINA, NA NiZ JSOU DEFINOVANY OPERACE SCITANI A ODCITANI A
7
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PRO VSECHNA A €T A VSECHNA v €} JE DEFINOVAN PRVEK Av € V', PRICEMZ PLATI:
1. (V, +) JE KOMUTATIVNI GRUPA,

2. PRO VSECHNA «a, €T APROVSECHNA veV IE a(fv)=(af)v,
3. PRO VSECHNA «, f €T APROVSECHNA veV IE (a+f)v=av+ fv,

4. PRO VSECHNA @ € T APRO VSECHNA u,veV JE a(u+v)=au+av,

5.PROVSECHNA veV JElv=v.

Prvky vektorového prostoru se nazyvaji vektory, prvky télesa, nad kterym je vektorovy prostor
definovan, jsou skalary. Prvky vektorového prostoru nemusi byt vektory v bézném slova smyslu, tj. ,,0secky se
Sipkou®. Jako vektory (tj. prvky vektorového prostoru) mohou vystupovat napi. realna Cisla, ... Pfiklady
vektorovych prostorti: komplexni ¢isla (viz odstavec 1.9) lze chapat jako vektorovy prostor nad télesem
realnych Cisel, realna ¢isla je mozné chapat také jako vektorovy prostor nad télesem realnych Cisel, ...

Kazdy vektorovy prostor ma svoji bazi. Jedna se o skupinu vektord, ktera ma tyto vlastnosti:

1. pomoci vektori baze je mozné vyjadrit libovolny vektor z daného vektorového prostoru (odborné
se tika, ze uvazovana skupina vektort generuje cely vektorovy prostor)

2. vektory jsou linearn¢ nezavislé, tj. zadny vektor baze neni linearni kombinaci ostatnich vektorti

3. pocet vektort baze je roven dimenzi daného vektorového prostoru

To, co na prvni pohled zni ucené, si lze velice jednoduse ¥t
predstavit napt. v kartézské soustavé soutadnic v rovin€. Rovinu je L
mozné chapat jako prostor dimenze 2 (ma 2 nezavislé sméry, tj. dvé
osy). Jako vektory baze tohoto prostoru, tj. roviny, lze volit napf. w'
vektory i =(1;0) a v =(0;1). Pomoci t&chto dvou vektord, které il 1
jsou linearné nezavislé (jeden neni linearni kombinaci druhého, tj. v . . . o N

M T I r

tomto piipadé neni jeden nasobkem druhého), je mozné vyjadiit _g 2 1 0 .1 é

skuteén& viechny vektory. Tak napf. vektor w=(-3;2) mizeme )

napsat jako tuto linearni kombinaci vektort u# a V:
Ww=-3i+2v=-3(1;0)+2(0;1) = (-3; 0)+(0; 2) = (-3; 2) (viz
obr. 1). Analogicky je mozné postupovat v ptipadé libovolného
jiného vektoru.

1.2
obr. 1

Je tfeba si uvédomit, Zze zvolena baze (tj. vektory i = (1; O) avy= (O; 1) ) neni jedind. Existuje nekonecné
mnozstvi dal$ich, ale tato je nejjednodussi - fikdme, ze je ortonormalni:
1. vektory baze jsou ortogonalni (kolmé)
2. vektory baze jsou normované, tj. jejich velikost je jedna

Pokud to je mozné vzdy se v daném vektorovém prostoru voli ortonormalni baze, protoze vektory takové
baze maji ,,jednoduché” soufadnice, s nimiz se provad€ji vypocty snadné, navic v piipadé euklidovského
prostoru vektory lezi na osach kartézského systému.

D: UNITARNIM PROSTOREM SE ROZUMI DVOJICE (V, g), KDE V JE VEKTOROVY PROSTOR A g

SKALARNI SOUCIN. PRO KAZDE u,veV IJE g(u, v) SKALARNI SOUCIN UVEDENYCH DVOU
VEKTORU u, v.
REKNEME, ZE VEKTORY u,veV JSOU NAVZAJEM ORTOGONALNi (KOLME), POKUD

g(u,v)zO.

1.2.3 Konstrukce mnozZiny Z,

Pro pevné zvolené piirozené ¢islo p a celé ¢islo m je mozné zkonstruovat mnozinu
m, ={n € Z;n mod p =m mod p} , tj. mnozinu, kterd obsahuje ¢isla, ktera maji pfi déleni Cislem p stejny
zbytek jako pii déleni ¢islem m. Pfiklady uvedenych mnozin:

1. 0, :Zz{...;—6;—3; 0;3;6;9;..}

g

2. 1,

4, ={.i-5-2 14710
302,25, =ik L2 S E 1L
4.

Symbolem Z,6 se pak znati mnoZina vSech rOznych mnozin m, pro meZ:

Z, ={0p;1p;2p;...;p—1p}. Je-li p prvocislo a pokud dodefinujeme m_p+Z:m+hp a m_p.E:m.hp pro

8
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heZ, je mozné dokazat, Ze timto zpiisobem jsou korektnim zplisobem na mnoziné Z, definovany operace
sCitani a nasobeni, pfi nichz je (Z oo s ) téleso.
Poznamka: Pri scitani a ndasobeni Cisel tvaru m, se postupuje stejné jako v pripadé, Ze bychom pracovali v

Ciselné soustave o zdkladu p. Napr- 2_3 + 2_3 = @ = E 2, Z = i = Z s e

1.3 Matice

1.3.1 Definice a zakladni operace

V tomto odstavci zminime zakladni informace o maticich a operacich, které je mozné s maticemi
provadet.

D: NECHT m,neN. MATICIi 4 SESTAVENOU Z PRVKU TELESA 7T ROZUMIME ZOBRAZENI

all a12 aln
.. o 21 Ay 2

A:mxn—>T, A:(i, j)— a; €T . TATO MATICE SE ZNACI A4 = NEBO
aml amZ amn

A= (a,.j ) . MNOZINU VSECH TAKOVYCH MATIC BUDEME ZNACIT 7™ . O MATICICH Z MNOZINY

T™" RIKAME, ZE MAJi m RADKU A n SLOUPCU , TJ. IDE O MATICE TYPU (m, n).
V PRIPADE, ZE m = n , HOVORIME O CTVERCOVE MATICI STUPNE 7 .

Dulezitym pojmem u matice je jeji hodnost:

D: HODNOST MATICE M TYPU (mn) UDAVA MAXIMALNI POCET LINEARNE NEZAVISLYCH

RADKU, KTERY JE ROVEN MAXIMALNIMU POCTU LINEARNE NEZAVISLYCH SLOUPCU DANE
MATICE. ZNACI SE h(M).

23

1 2 3
A 6Jje h(M)=1,promatici A=|2 4 6| je h(4)=2, ...
31 2

1
Piiklad: hodnost matice M = (2

Hodnost matice 4 se nezméni (tj. z matice 4 vytvofime novou matici B o téze hodnosti), pokud s fadky
resp. sloupci provedeme nekterou z téchto elementarnich uprav:
1. napiseme fadky (resp. sloupce) matice 4 v jiném potadi
2. nasobime néktery fadek (resp. sloupec) matice 4 nenulovym skalarem
3. ptidame k matici 4 fadek (resp. sloupec), ktery je linearni kombinaci ostatnich fadka (resp.
sloupcit)
4. vynechame v matici 4 tadek (resp. sloupec), ktery je linearni kombinaci ostatnich fadku (resp.
sloupcit)
5. pricteme k nékterému fadku (resp. sloupci) matice 4 linearni kombinaci ostatnich fadki (resp.
sloupcit)
V tom piipadé se matice nazyvaji ekvivalentni matice.
Operace, které je mozné provadét s maticemi jsou tyto:

D: PRO MATICE A:(a,./.) A B:(bl./.) TYPU (m, n) SE DEFINUIE SOUCET MATIC A+ B JAKO
MATICE C TYPU (m, n), PRO KTEROU PLATI: C = (c,.j), KDE ¢, =a,+b, PRO i=1,2,..,m,
j=L2,..,n.

D: PRO MATICI 4 = (a,.j) TYPU (m, n) A A €T SE DEFINUJE NASOBEK MATICE 4 SKALAREM A

AA JAKO MATICE D TYPU (m,n), PRO KTEROU PLATI: Dz(dl.f), KDE d; =Aa; PRO
i=1,2,...m, j=12,..,n.

D: PRO MATICE 4 :(a,.,.) TYPU (m,n) A B :(bﬁ) TYPU (n, k) SE DEFINUJE SOUCIN MATIC AB

is™sj

n
JAKO MATICE F TYPU (m,k), PRO KTEROU PLATI: F:(fl..), KDE f,.j:Za.b_. PRO
s=1

i=L2,...m, j=1L2,..,n.
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n
Poznamka: Formuli f, = Zai:bsj z definice soucinu dvou matic Ize opsat slovy tak, Ze nasobime i-ty radek
s=1

matice A j-tym Fadkem matice B.
Nasobeni matic neni obecné komutativni.

Tak jako v grupach a télesu (viz odstavec 1.2.2) existoval jednotkovy prvek, existuje ,,jednotkovy prvek*
i pro matice - je jim jednotkova matice:

1 0 --- 0
01 - o . Ny

D: MATICE E, =] . SE NAZYVA JEDNOTKOVA MATICE STUPNE m .
00 --- 1

Podobné¢ jako existoval v grupach a télesech (viz odstavec 1.2.2) prvek inverzni k danému prvku, existuje
»inverzni prvek i pro matice - je jim inverzni matice:

D: CTVERCOVA MATICE M ™', PRO KTEROU PLATI M '.M = M.M™ = E, SE NAZYVA INVERZNI
MATICE KE CTVERCOVE MATICI M.

Najit inverzni matici M~ k matici M je mozné nékolika zpiisoby:

1. pomoci nasobeni dvou matic (pfesné podle definice inverzni matice a definice nasobeni matic) s
tim, ze budeme fesit soustavu nékolika rovnic, v nichz nezndmé budou jednotlivé koeficienty
hledané inverzni matice M ™'

2. fintou”, kterad spociva v tom, Ze si napiSeme danou matici M a jednotkovou matici do ,,velké
matice® (M E ) a pomoci povolenych tprav matic (nasobeni fadku, pficteni fadku k jinému
fadku, vyména tadka, ...) dojdeme do tvaru, kdy jednotkova matice £ bude ,,v levé ¢asti velké
matice® - ,,v pravé ¢asti velké matice pak bude matice M, tj. (E ‘M ’1)

1 2
Priklad: Naleznéte inverzni matici k matici M :[ 3 Oj'

. . . - 12 .
Reseni: K nalezeni inverzni matice k matici M :[ 3 Oj pouzijeme pravé popsanou ,,fintu“. Podle navodu

o 1 2/1 0 1 2(1 0 -3 0/0 1
vytvofime matici , kterou budeme dale upravovat:
-3 0[0 1 -3 0[0 1 1 2(1 0
1 1
3 00 1 1 o® 3 o . 1o2) N
= . Inverzni matice k matici M = je tedy matice M~ =
0 63 1 0 1 3 l -3 0 l l
6 6 3 6
. Y4, . L 1({0 2
Tuto matici je mozné dale upravit na tvar M~ = g y 1)

Pro inverzni matice plati tato pravidla:
Lo(M') =M
2. (Am)” :%M’l ,kde AT je skalar

3.0 (MM, M, M) =M, M. M;' M’

n-1

Na zaklad¢ existence inverzni matice se matice déli do dvou disjunktnich skupin:

D: MATICE, K NiZ EXISTUJE INVERZNI MATICE, SE NAZYVA REGULARNI MATICE. V OPACNEM
PRIPADE SE NAZYVA SINGULARNI.

Pii pocitani s matice je mozné se téz setkat s matici transponovanou:

D: NECHT MATICE M = (a,.j) JETYPU (m, n) . MATICI TRANSPONOVANOU K MATICI A ROZUMIME

MATICI M” =(b_) TYPU (n,m),KDE (b )=(a. ) PROi=1,2,...m, j=1,2,..,n.TRA
( U) ( ) ( v) ( /l) J

10
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5

2 3
Priklad: matici transponovanou k matici M =[ 4 0 j jematice M" =| 2 4
-3 0

Pro transponované matice plati tato pravidla:
T T
4. (M") =M
5. (AM) =AM" kde A €T je skalar
6. (M +M,+..+M, +M,)) =M M+ MT M
7. (M,.M,...M, M,) =M M .. MM

1.3.2 Pouziti matic pri reSeni soustav rovnic

Pfi feSeni soustavy rovnic hraje dtlezitou tlohu matice stupnovitého tvaru:

D: MATICE M TYPU (m,n) SE NAZYVA MATICE STUPNOVITEHO TVARU, MA-LI TVAR:

0« 0 a, * - *
0 0 - 0 a, * - *

M=|: - E *|,  KDE
0 0 - 0 aq, * - *
0O 0 --- 0

1<i <i,<..<i, <mn,

keNg, a, #0na, #0A...Aa, #0 A*ZNACI LIBOVOLNY PRVEK Z TELESA T.

Specidlnim pfipadem matice stupniovitého tvaru je matice trojuhelnikova.

Vyznamnou roli hraji matice pii feSeni soustavy rovnic, kdy maticovy zapis vyrazné zpiehledni feseni

této soustavy a eliminuje moznost vzniku chyby.
Uvazme soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych x,, x,,...x, ve tvaru:
ay X, +anx, +...+a,x, =b
ay X, +a,x, +..+a,x,=b,

- i
a,x +a,,x,+..+a,x =b,,

m2 mn”*n

kde a,,b,,b,,....,b, €T

i=12,...m.

D: SOUSTAVA ROVNIC SE NAZYVA HOMOGENNI, JESTLIZE b, =0 PRO i=1,2,...,m. SOUSTAVA
ROVNICE SE NAZYVA NEHOMOGENNIi, JESTLIZE b, #0 ALESPON PRO JEDEN INDEX

Pro snadné uréeni fesitelnosti dané soustavy rovnic se zavadi dvé matice:

a, a, 4,
a a e a L
D: MATICE A=| ' 2 | SE NAZYVA MATICE SOUSTAVY ROVNIC. MATICE

aml amZ amn

all a12 aln bl

« [ Gy Ay Gy, b, o ex o
A =" SE NAZYVA ROZSIRENA MATICE SOUSTAVY ROVNIC.
aml amZ amn bm

Na zakladé hodnosti matice soustavy rovnic a hodnosti rozsifené matice soustavy rovnic je mozné urcit
pocet feseni dané nehomogenni soustavy rovnic (matematicky se jedna o Frobeniovu vétu):

1. h(4)= h(A) =n - soustava rovnic mé pravé jedno feseni
2. h(A4)=h (A*) <n - soustava rovnice ma nekone¢né mnoho feseni

3. h(4)= h(A) - soustava rovnic nema zadné feseni.

Homogenni soustava rovnic ma vzdy netrividlni feSeni (alespon jedno z x, pro i=1,2,..,n je

nenulové), pravé kdyz h(A)<n.

11
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Postup, kterym je mozné pomoci maticového zapisu vyfeSit soustavu m rovnic o n neznamych,
formuloval uz Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855). Na jeho pocest se tato metoda nazyvd Gaussova elimina¢ni
metoda:

1. pomoci elementarnich Uprav prevést matici rozSifenou matici soustavy rovnic na matici
stupniovitého tvaru

2. v pripadé, ze ma soustava feseni, pak m—n neznamych (je-li m—n>0) zvolit jako parametr
(pokud m =n tento krok odpada)

3. pomoci tzv. zpétného chodu dopocitavat jednotlivé neznamé ,,odspodu’ matice stupniovitého tvaru
- vypocitat a dosadit do fadku o jeden vyse

1.4 Determinanty

1.4.1 Definice, zakladni vlastnosti

Determinant je pojem, ktery souvisi pfimo s maticemi. Jedna se o Cislo, které ze €tvercové matice
ziskame predem definovanym zptsobem. Nejjednodussi je determinant matice druhého stupné.

y N i (a b
D: NECHT T JE TELESO A a,b,c,d € T . DETERMINANTEM MATICE DRUHEHO STUPNE [ dj
C

, . a
ROZUMIME PRVEK ad —bc e T . ZAPIS:

b
=ad—bc.
c d

Poznamka: Determinant matice A byva nékdy zvykem znacit téz det 4.
Podobnym zpisobem je mozné vypocitat i determinant matice tfetiho stupné. Vypocet tohoto
determinantu je mozny pomoci Sarrusova pravidla:
4, 4y 4
Ay Ay Qpy| = Q) Ay + 0505305, + 130, 05, — G),05,05, — A, 053 — 4,30, . Pamatovat si Sarrusovo pravidlo
a3 4y 4y

v tomto tvaru je asi dost naro¢né (i kdyz jistou zavislost pro vytvoreni néjaké mnemotechnické pomicky by se

jisté podaftilo nalézt). Rozumnéjsi je uveédomit si, ze se jedna o jakési zobecnéni vypoctu determinantu druhého
all a12 al} all a12 a13 a]] all

stupné. Staci si determinant |a,, a,, a,,| pfepsat do pomocného tvaru |a,, a,, a,|a, a, anyniuZfesit
a3 Gy 4y a3 Gy dy|dy 4y

analogicky jako determinant matice druhého stupné. Na tiech ,,diagonalach®, které miii ,,zleva shora doprava

dolu* vynasobime prvky a vzniklé souciny sefteme. Na tiech ,,diagonalach®, které jdou ,,zleva zdola doprava

nahoru® opét vynasobime prvky a vzniklé souciny seCteme. Tento vysledek odecteme od souctu ziskaného z

diagonal jdoucich ,,zleva shora doprava doli* a determinant je vypocteny.

1 -1 2
Priklad: Vypoctéte determinant matice | 2 4 -3
-1 0 1
1 -1 2|1-1
ReSeni: Determinant si pfepiSeme v pomocném tvaru |2 4 3|2 4 a nyni uz miZeme poditat:
-1 0 1]|-10
1.4.1+(-1).(-3).(-1)+2.2.0—(-1).4.2-0.(-3).1-1.2.(=1) . Po vy¢isleni dostaneme: 4-3+0+8+0+2=11.
1 -1 2
Tedy |2 4 -3/=11.
-1 0 1

1.4.2 Vvypocet determinantu vys$Sich stupnu

Determinant ¢tvercové matice vyssiho stupné nez tfi se pocita podle jistych pravidel. Odvozeni téchto
pravidel jde ale za ramec stiedoskolské matematiky a nebudeme je zde proto uvadét. Pripomeneme vlastnosti
determinantti:

1. determinant jednotkové matice je 1
2. vyménou libovolnych dvou fadkid se zméni znaménko determinantu
3. ma-li matice libovolné dva fadky stejné, pak jeji determinant je nulovy
4. vynasobenim libovolného fadku matice nenulovym skaldrem A se determinant pfislusné matice
zvysi A -krat
12
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5. determinant singularni matice je nulovy; determinant regularni matice je nenulovy

1.4.2.1 Soucin prvkii na hlavni diagondle

V piipadé€, ze je nutné vypocitat determinant vy$siho nez tietiho stupné, je mozné pouzit nasledujici
pravidlo: Upravime-li determinant do trojuhelnikového tvaru, tj. pod hlavni diagonalou jsou samé nuly, je
hodnota determinantu rovna souc¢inu prvkd na hlavni diagonale. Pfi upravach je tfeba dbat na to, abychom
hodnotu determinantu nezvySovali. Zejména bod 4 z pravé uvedenych vlastnosti determinanti by mohl pisobit
potize. Je tedy mozné nasobit libovolnym nenulovym realnym ¢islem A libovolny fadek determinantu. Pokud
ale s fadkem nic neprovadime, hodnota determinantu se A -krat zvysi. Nasobime-li fadek, ktery potom pfi¢itame
k dal$imu, neni nutné provadét zadné korekce pii vypoctu determinantu - jeho hodnota se tim neméni.

Konkrétnéji asi vSe vysvétli nasledujici priklad.

31111
1 2111
Priklad: Vypoctéte determinant 1 1 3 1 1f.
11121
11113

Redeni: Determinant vypoéteme zejména s vyuzitim bodu 4 uvedeného ve vlastnostech determinantii. Aby se
hodnota determinantu nezmgéhnila, je tieba uvazovanym skalarem A determinant ihned vydélit:

30111 31111 31 1 1 1
121 11 @t 211 1.(3) 0 -5 -2 -2 -2/(-2)
11311=11311(—3)=140—2—8—2—2 =
1112111121.(—3)(_3)0-2-2-5—2
111 13 1 1 11 3.3 0 -2 2 -2 -8
31 1 1 1 31 1 1 1
0 -5 =2 -2 =2 0 -5 2 -2 =2
:(_3)14 50 0 36 6 6 (—%}(_3; S0 0 36 6 6 =
(0 -6 21 -6 0 0 0 -20 -5
0 -6 -6 -36 0 0 0 -5 -35.(4)
301 1 1 1
0 -5 =2 =2 =2
3.(=5).(-36).(—20).135
:—(_3)4 ;(_4)0 -36 -6 -6 3 ()_(3)4 5)3((_4)) =36
S0 0 =20 -5 o
0 0 0 0 135.(4)

Problematika A - nasobku snad vynikla a byla vysvétlena. Ve tietim kroku, kde se nasobi tieti fadek
. . 1 “r 1oz L . i y ot s
determinantu skalarem (—gj se zadna korekce na vypocet determinantu neprovadi, protoze tento tieti fadek

pric¢itame k fadku ctvrtému a patému. V ostatnich ptipade je nutné korekce provést, protoze vzdy ndsobime
radek, do néhoz se pricita, tj. se fadkem samotnym se vlastné jakoby nehybe.

1.4.2.2 Rozvoj podle daného sloupce nebo Fadku

Driive nez zatneme s vypoctem determinantu pomoci rozvoje podle daného sloupce resp. fadku, je téeba
zavést nekteré dulezité pojmy.

D: NECHT MATICE A:(al./.) JE TYPU (mn) VZNIKNE-LI MATICE M TAK, ZE Z MATICE A

S o . o . X byl
VYNECHAME RADKY i, iy, ..., i, A SLOUPCE j,, j,,..., j, » BUDEME PSAT M =A9( e
.]1’ JZ""’]A’

A BUDEME RIKAT, ZE MATICE M JE SUBMATICE MATICE 4.

1 2
Priklad: Je dana matice M =| 0 1

3 45
of1 3 o2 4
2 3 4. UrCete 4 a A .
2 3 1
-1 01 2 3

13
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L 1 3
Reseni: Submatice 4’ (2 3) vznikne z matice M vynechdnim 1. a 3. fadku a 2. a 3. sloupce, tedy z matice

+ 2 3 4 5 | 3
M= 0 t+ 2 3 4]|.Protodostavame: Ag(z 3j:(O 3 4).
-+ 6 + 2 3

1 0 2 4
Analogickym postupem dostaneme: A4’ = .
SICKYI pOSHUP [24](—113]

Pomoci submatice dané matice je mozné zavést téz subdeterminant a algebraicky doplngk.

D: NECHT M, MATICE TYPU (k,k), JE SUBMATICE MATICE A TYPU (m,n), KDE

1<k< min(m, n) . PRVEK det M = |M | SE NAZYVA SUBDETERMINANT MATICE 4.

§ i .
D: NECHT MATICE A:(a,.j) JE TYPU (m,n). PRO SUBMATICI M :Ag( j ZAVADIME
J

1
J
ALGEBRAICKY DOPLNEK PRVKU a; V MATICI 4.

A7 =detM = detA‘g{ j ADALE DEFINUJEME A, =(~1)" 47, PRICEMZ PRVEK A, SENAZYVA

Nyni je mozné napsat rozvoj determinantu pomoci daného sloupce: Pro matici typu 4 typu (m, m) a pro

i, pro které 1<i<m,plati: detd=a, 4, +a, 4, +..+a,A

i mi* mi *

Analogicky je mozné postupovat pifi rozvoji determinantu pomoci daného fadku: Pro matici typu 4 typu
(m,n) aproi,prokteré 1<i<m,plati: det 4 =a, 4, +a,4,+...+a,A4

Tento zpisob vypocltu determinantu je mozné pouzit v piipadé determinantii vysSich stupnd, které
obsahuji v nékterém sloupci ¢i fadku ,,velké mnozstvi nul“. V ten okamzik se vypocet determinantu vyrazné
urychli. Nicméné tato pravidla maji obecnou platnost.

3 02 -1 2
. . -1 5 1
Priklad: Vypoctéte determinant matice M =
0 2 -3 2
-1 -1 0 -2

Redeni: Vzhledem k tomu, Ze se jedna o determinant Gtvrtého stupné, nemiizeme pouZit Sarrusovo pravidlo. To
bychom mohli pouzit az na determinanty tfetiho stupné, které vzniknou po rozvoji determinantu dané matice
napt. podle prvniho sloupce:

32 -1 2
1 -1 5 1
0 2 -3 2 =ay A, +ay 4y, +ay 4y + a4, =
-1 -1 0 -2

=a, 4 ()" g, 45 (1) a4 (1) a4l (-1) =

-1 5 1 2 -1 2 2 -1 2 2 -1 2
=3.(-1)"2 -3 2f+n(-1)"|2 =3 2{+0.(-1)" |1 5 1|[+(=).(-)" 1 5 1=
-1 0 -2 -1 0 -2 -1 0 -2 2 32

-1 5 1 2 -1 2|2 -1 2
=32 -3 2|-{2 -3 2|+|-1 5 1|= (nynipouzijeme Sarrusovo pravidlo)
-1 0 =2/ -1 0 =2/ [2 -3 2

-1 5 1|-15 (2 -1 2{2-1 |2 -1 2/2-1
=3/2 -3 2(2-3-|2 -3 2(2-3+-1 5 1]-15-=
-1 0 -2(-10 |-1 0 -2/-10 |2 -3 2[(2-3

=3[ (-1)(-3).(-2) +5.2.(=1) +1.2.0—((~1).(-3).1+ 0.2.(~1) +(-2).2.5) | -
~[2.(=3)-(=2)+ (-1)-2.(=1) +2.2.0((-1).(-3) 2+ 0.2.2+(-2) 2.(-1)) |+

14
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+[2.524(=1).1.2+2.(-1).(-3) (252 +(-3).1.2+2.(-1).(-1)) | =

=3(-16+17)—(14-10)+(24-16)=3-4+8=7

1.4.3 Pouziti determinanti
Vyznam determinantt spo¢iva v jejich pouziti pfi feSeni soustavy rovnic. Kromé Gaussovy eliminacni
metody (viz odstavec 1.3.2) je mozné k feSeni soustavy m rovnic o n neznamych, kde m=n, pouzit

Cramerovo pravidlo: Plati: x, = X’ pro i=1,2,...,n,kde A je determinant matice soustavy linearnich rovnic

(viz odstavec 1.3.2) a A, je determinant matice, kterou ziskdme z matice soustavy linearnich rovnic tak, ze i-ty
sloupec nahradime sloupcem pravych stran soustavy linearnich rovnic.

Otazkou je, zda se jedna o velkou vyhodu. Resit napf. soustavu 5 rovnic o 5 neznamych znamena pii
pouziti Cramerova pravidla vyftesit 6 determinantti patého stupné. Mozna, Zze Gaussovou elimina¢ni metodou se
dostaneme k vysledku dfive ... Ale to zavisi na konkrétnich prvcich matice - pokud jich bude ,,n¢kolik na
spravnych mistech” nulovych, vypocet determinantii se zjednodusi.

1.5 Systemy souiadnic

V matematice a ve fyzice je tfeba vySetfovat rizné ulohy, které se vyrazné zjednodusi, pokud si ulohu
prekreslime do systému soufadnic. Podle zadani tlohy a zplisobu vypoctu je mozné volit z nékolika systému
soufadnic.

1.5.1 Kartézsky systém souradnic

Za nazev kartézského systému soufadnic je zodpovédny francouzsky filosof, matematik, fyzik a fyziolog
René Descartes (1596 -1650), ktery zacal v matematice jako prvni hledat souvislosti mezi geometrii a algebrou.
Proto byl po ném pojmenovan nejjednodussi systém soutradnic. Soustava soufadnic (a nejen kartézska) slouzi
jednak geometrickému nahledu na danou situaci a jednak umozituje pomoci algebraickych struktur a pravidel
pocitat zakladni veli¢iny spojené s timto systémem soufadnic.

Kartézska soustava soufadnic v roving€ (resp. prostoru) je tvorena dvémi (resp. tfemi) navzajem kolmymi
osami x a y (resp. x, y a z), které se protinaji v poc¢atku soustavy soufadnic O. Timto zpisobem je zvolena
ortogonalni (pravouhla) soustava souiadnic, ktera je specialnim piipadem tzv. kosothlé soustavy soufadnic,
kde soutadnicové osy sviraji libovolny tihel. Tento obecny piipad ale probirat nebudeme, protoze se poziva jen
ve zcela vyjimeénych ptipadech.

Pomoci dvou (resp. tfi) vektorid eT a g (resp. eT , 5 a % ), které lezi postupné na osach x a y (resp. x, y
a z) zvolime tzv. bazi kartézského systému soutadnic, tj. vektory, pomoci nichz je mozné vyjadfit soufadnice
jakéhokoliv bodu a vektoru v daném kartézském systému soufadnic (obsirngji je baze popsana v odstavci 1.2.2).
Zvolime-li uvazované vektory tak, aby e = (1,0,0), e =(0;1;0) a e =(0;0;1), ziskime tzv. normované

e, =‘e3 =1.

vektory, tj. vektory, které maji jednotkovou velikost, tj. ‘e—]‘ =

Timto zplsobem byl vytvoren ortonormalni (ortogonalni a normovany) systém soufadnic.
»Speciality kartézskych soufadnic:

1. jedna zuvazovanych soufadnic je konstantni - ziskdme rovinu, ktera je kolma k ose, jejiz
soufadnice je konstantni (napf. vSechny body, pro néz z =7 vytvofi rovinu, ktera je kolma k ose
z a tuto osu protind vbodé z=7)

2. dvé soufadnice konstantni - ziskame piimku, ktera je rovnobézna s tieti osou (napt. vSechny body,
pro které je x=5 a y =-2 vytvoii pfimku rovnob&znou s osou z, ktera protne rovinu xy v bod¢

[5:-2])
Kartézské souradnice v tfirozmérném prostoru se dale rozlisuji na:
1. pravotoCivé - viz obr. 2; v takovém systému soufadnic plati: e, = e, xe,
2. levotoCivé™- viz obr. 3; pro vektory baze e, , e, a e, plati: e; = e, x¢

Rozdil mezi pravotoivym a levotoCivym kartézskym systémem soufadnice se bézné pfili§ neprojevi.
Rozdily se objevuji v okamziku, kdy pocitame néjaky piiklad (vektory, derivace, ...) po slozkach. Pravotocivy
systém se vétSinou pouziva ve fyzice, levoto¢ivy v matematice.
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obr. 2

1.5.2 Polarni souradnice

Polarni souradnice jsou soufadnice rovinné. Jsou urceny pocatkem (pélem) O a polarni osou o, kterd
prochazi poc¢atkem (pélem) O. Polohu libovolného bodu 4 ur¢ime v polarnich soufadnicich (viz obr. 4):

1. vzdalenosti » bodu 4 od pélu O; jedna se o velikost vektoru 04, ktery se nazyva polohovy
vektor (radius vektor, privodic); r je realné nezaporné ¢islo
2. zakladni velikosti orientovaného thlu ¢, ktery se nazyva polarni uhel (argument, amplituda);
uhel @ je zintervalu (0;27:) (otevienost intervalu u hodnoty 27z je zddvodu zabranéni
duplicitam)
Poloha bodu 4 je tedy dana v podstaté polomérem kruznice se sttedem v bodé O, na niz bod 4 lezi, a

uhlem, ktery svird v kladném sméru jeho pruvodi¢ s osou o. Timto zptisobem je tedy zavedena polarni soustava
soufadnic Org .

»Speciality polarnich soufadnic:
1. r=konst. - ziskdme body, které¢ lezi na kruznici o poloméru r se sttedem v pocatku
2. @ =konst. - ziskame body, které lezi polopfimce prochéazejici poc¢atkem O, ktera svira s osou o
kladn€ orientovany thel ¢
Chceme-li vyjadfit polarni soufadnice bodu A= [r; (p] v kartézské soustavé soufadnic, tj. urcit

A= [xA; yA] , je mozné pouzit obr. 5. Z tohoto obrazku je mozné ur€it: x, =rcosep a y, =rsing.

obr. 4

obr. 5
Pro opacny pievod, tj. pfevod z kartézské soustavy souradnic do polarni soustavy soufadnic, je mozné téz
pouzit obr. 5 a pravé odvozené vztahy. Z obrazku je ziejmé, Ze r=+/x’+),, coz vyplyva i ze vztahi
x,=rcosp a y,=rsing, které staci dat na druhou a secist. Z téchto vztahti je mozné podilem vyjadrit i uhel
Y, _rsing
: Z = m =tgp.
Tento vztah je tieba ale jeSté okomentovat, protoze funkce tangens je nespojita a pro nékteré hodnoty je

nedefinovana:

1. (pzarctgx—A pro x,>0a y, >0
A

2. (p:%pro x,=0ay,>0

3. ¢7:7r+arctgx—A pro x,<0a y, eR
A

4. (pz%r pro x,=0a y, <0
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5. (0:27r+arctgx—A pro x,>0a y, <0
Ya

Pravé uvedeny rozpis neni nutné si pamatovat, staci jen premyslet a védét, ze hodnota thlu ¢ je

z intervalu <O; 27Z) .

1.5.3 Cylindrické (valcové) souiradnice

V odstavci 1.5.2 byly popsany polarni soufadnice v roving. Jejich tfirozmérnou analogii jsou soufadnice
cylindrické (valcové). K roving, v niz jsou zavedeny polarni soufadnice, vedeme kolmici z pocatkem (polem)
poléarnich soufadnic O (viz obr. 6). Polarni soufadnice r a ¢ pak jsou soufadnicemi priimétu A" daného bodu 4

do roviny, v niz jsou polarni soufadnice zavedeny. Timto zptisobem je tedy zavedena cylindrickd (valcova)
soustava soufadnic Org:z .

z

—
k..
—

i

0 b
r x_._‘!!._ T ¥
SR el 9
A o A
obr. 6 x
obr. 7

»Speciality” cylindrickych soufadnic:
1. r=konst. - ziskdme body, které¢ lezi na rotacnich valcovych plochach se spolecnou osou z
2. @ =konst. - ziskdme body, které lezi v polorovinach, jejichz hrani¢nimi ptimkami je osa z
3. z=konst. - ziskame body, které lezi v rovinach kolmych k ose z
Chceme-li nyni vyjadfit soufadnice bodu 4= [r; o; z] v kartézské soustavé soufadnic, tj. urCit
A= [x; V5 z] je mozné postupovat podle obrazku obr. 7. Z obrazku je vidét, Ze pro x-ovou a y-ovou soufadnice
libovolného bodu, jehoz soufadnice jsou udany pomoci cylindrického systému soufadnic, plati: x=rcos@ a
y=rsing. Tedy naprosto totéz, jako pro prevod soufadnic polarnich na kartézské (viz odstavec 1.5.2). Treti
soufadnice zlstava beze zmeény, tedy z=z .

Pro inverzni pfevod, tj. pfevod soufadnic kartézskych na soufadnice cylindrické, je situace opét podobna
jako v odstavci 1.5.2. Pro libovolny bod, jehoz soufadnice v kartézské soustavé soufadnic jsou 4= [x; Vs z] po

prevodu do cylindrickych soufadnic plati: » =~/x* +1° , tgp =2
x
je uvedena v odstavci 1.5.2. Kdyz si ale uvédomime definiéni obor thlu ¢ a vlastnosti funkce tangens, je

=>@= arctgl a z =z . Diskuse pro thel ¢
X

mozné vSechny piipady (znaménka soutfadnic x, y a nulovost soufadnice x) dat dohromady bez jakychkoliv
problémd.

Pozndmka: V pripade, Ze by kartézsky systém byl levotocivy, dojde k zamené x-ové a y-ové souradnice.

1.5.4 Sférické (kulové) souradnice

Sférické (kulové) souradnice je mozné zavést nasledujicim zptisobem. V prostoru zvolime rovinu a v ni
bod O, ktery bude pocatkem sférické soustavy soufadnic. Bodem O pak v této zvolené roviné vedeme
polopiimku o, . Dale vedeme bodem O pfimku o, kolmo ke zvolené roviné. Polohu libovolného bodu 4 v této

soustavé soutradnice uréime (viz obr. 8):

1. vzdalenosti » bodu 4 od pocatku O soustavy soufadnic; jedna se o velikost vektoru 04, ktery se
nazyva polohovy vektor (radius vektor, privodic);  je realné nezaporné ¢islo

2. velikosti orientovaného thlu ¢, ktery svira poloptimka o, s polopfimkou O4’, kde A’ je pramét
bodu 4 do zvolené roviny; tthel ¢ je z intervalu <O; 27z) (otevienost intervalu u hodnoty 27 je

z diivodu zabranéni duplicitam)
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3. velikosti orientovaného uhlu &, ktery svird polopfimka OA4 s pfimkou o, ; thel ¢ je z intervalu
(0:7)
»Speciality sférickych soufadnic:
1. 7 =konst. - ziskame body, které lezi na soustfednych kulovych plochach se sttedem v pocatku O
2. @ =konst. - ziskdme body, které lezi v polorovinach, jejichz hrani¢nimi pfimkami je pfimka o,

3. S =rkonst. - ziskame body, které lezi na rotacnich kuzelovych plochach s vrcholem v pocatku O a
s osou splyvajici s piimkou o,

-

obr. 8 obr. 9

Chceme-li nyni vyjadfit soufadnice bodu A=[r;; 9] v kartézské soustavé soufadnic, tj. urdit
A= [x; ¥ z] , je mozné postupovat podle obr. 9. Z tohoto obrazku je mozné urcit x-ovou, y-ovou a z-ovou
soufadnici libovolného bodu. Nejprve je tieba urcit vzdalenost pocatku O sférickych soufadnic od prumétu
daného bodu do roviny polarnich soufadnic, tj. do roviny xy (na obrazku se jedna o pramét bodu 4 - bod 4").
Tato vzdalenost je |OA'|:|0A|sin9:rsin3. Nyni je mozné jiz uréit x-ovou soufadnici daného bodu:
x= |0A’| cos@ =rsindcos@ . Analogicky pro y-ovou soufadnici dostdvame: y = |OA’|singo =rsindsing.
Soufadnice z je nejjednodussi: z =rcos .

Zpétny prevod, tj. pfevod ze soufadnic kartézskych do sférickych vyplyva rovnéz z obr. 9. Plati:
r=yx*+y°+z°. Uhel ¢ zintervalu (0;27) lze urcit na zékladé platnosti téchto dvou vztahi:
singo:¢2 a cosgoz;. Koneéné pro uhel ¢ zintervalu <0; 7r> plati nasledujici podminky,

VX +y X+
o e . N N X'+’ z z
z nichZ je mozné thel 9 urcit: sin 9 = = = cos¥=—=———=———2a
r X+t 4z’

2, 2. 27
X +y 4z rooyxt+yt+ 2
T+’

gg=Y" "

z

Pozndmka: V pripade, Ze by kartézsky systéem byl levotocivy, dojde k zamené x-ové a y-ové souradnice.

1.6 Transformace kartézského systému souradnic
Nejbéznéji pouzivanym systémem soufadnic a nejjednodussim na vypocéty je kartézsky systém souradnic
(viz odstavec 1.5.1). Neékdy je téz ucelné systém soufadnic transformovat tak, aby lépe vyhovoval feSeni dané
ulohy. Vyklad provedeme pouze pro kartézsky systém soutadnic. Ten je mozné transformovat:
1. posunutim - posunutim celého systému soufadnic tak, ze pocatek soustavy soutadnic piejde do
bodu o soufadnicich [x,; v, ]

2. otocenim - otoceni kolem daného bodu (v nejjednodussim ptipad¢ kolem pocatku kartézského
systému soufadnic) o thel «

1.6.1 Kartézsky systém souradnic v roviné

Kasrtézsky systém soufadnic v roviné je dan dvéma navzajem kolmymi osami x a y a pocatkem O:
hovotime o kartézském systému soutadnic Oxy.

1.6.1.1 Posunuti

Pti posunuti pfechazi kartézsky systém soutadnic Oxy na systém soutadnic Ox'y’" jak je ukdzano na obr.

10.
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Pfi ptechodu od kartézského systému Ox'y" ke kartézskému systému Oxy plati nasledujici transformaéni

vztahy: x=x"+x, a y=y"+y,.

Pii  pfechodu od  necarkovaného  systému ¥ },«“
k ¢arkovanému systému plati vztahy, které z ptredchozich
ziskame jednoduchou matematickou Gpravou: x'=x-x, a
V'=y=Y. .
B Y . oy . b 1} X
od o soufadnicich [x;;y,] (v necarkovaném 0

systému soufadnic) urCuje bod, do kterého se posunul
pocatek carkovaného systému soufadnic.

S vyuzitim maticového poctu (viz odstavec 1.3) je
mozné vySe uvedené transformacni vztahy vyjadrit takto:

=T e

obr. 10

-

1.6.1.2 Otocleni
relativné jednoduché vztahy, které je mozné odvodit z obr. 11.

Bod 4 ma v carkované soustavé soufadnic (tj. v té, ¥
ktera byla oproti necarkované soustavé otocena o thel «

v kladném smyslu) soufadnice 4 =[x}; y/], Tentyz bod ma
v nec¢arkované (ptivodni) soustavé soufadnic soufadnice

A =[x Y A]. Z obr. 11 je vidét, ze pro x-ové soufadnice . *';;

Moy

plati: x, =a—b=x/,cosa—y' sina. Analogicky pro y-ové

soufadnice lze psat: y, =c+d =x,sina+y) cosa . c

Je tedy mozné napsat transformacni rovnice pfi ¥ =5 0

pfechodu od carkované soustavé soufadnic k necarkované: AR
x=x'cosa—y'sina  a y=x'sina+y'cosa. Tyto '

-

=r

r
-
F
-

transformacni rovnice je mozné zapsat s vyuzitim matic (viz

x cosa —sina ) x'
odstavec 1.3): [ J:[ . ]( ,j . :
y) \sina cosa )|y obr. 11

cosa —sina

Matice, ktera vystupuje v pravé zformulovaném zapisu, tj. matice ( ] byva v algebie

sina  cosa

nazyvana matice piechodu od jedné soustavy soufadnic k jiné. Ve skutecnosti se jednd o matici prechodu od
jedné baze k bazi druhé, ale v tomto specialnim piipad€ je mozné hovofit jen o soufadnicich. Neni to zcela
piesné, ale postacujici. Podrobnéji je o bazich pojednano v odstavei 1.2.2.

Pii hledéni inverzni transformace (tedy transformaci, ktera odpovida pfechodu od necarkovanych
k ¢arkovanym soufadnicim) je mozné postupovat trojim zptisobem:

1. zopakovat pravé provedené odvozeni s drobnéjs$imi Gpravami

2. vyuzit maticového zapisu transformacniho vztahu a k matici pfechodu najit matici inverzni

3. pfi zaméné soufadnic x a y za soufadnice x" a y' nahradit thel o thlem —¢ a uvédomit si, Ze
funkce sinus je licha, zatimco funkce kosinus suda

Vzhledem k tomu, Ze odvozovani z obrazku by bylo hodn¢ podobné, jako odvozeni ukdzané, a zdména
uhlu za uhel opaény je velmi trividlni, pouzijeme druhy zptusob: najdeme inverzni matici k matici

cosa —sina ) . ] . .
[ . j s vyuzitim znalosti z odstavce 1.3.1. Tento zplsob volime proto, abychom si uvédomili
sina  cosa

pouzitelnost inverznich matic a zopakovali si jejich vypocet.

cosa —sina
sina  cosa |

Priklad: Najdéte inverzni matici k matici [

Reseni: Pouzijeme metodu pomoci jednotkové matice:

1 0 cosa —sina 1 0 cosa —sina
0 1) | 0 sina+cos’a -

—sina cosa 0 1

cosa —sina
sinaa  cosa

1 0
—sina cosa |
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~
~

—sina cosa J

—sina  cosa 0 1| —sina cosa 0 1
1 0 cosa O|l-sina cosasina cosa 0

cosa sina

0 1
h cosa —sina

0 1l|-sina cosa 10
1 0| cosa sinaNO 1

cosa sina
—sina cosa

cos’a cosasina

cosa -—sina

) je matice
sina  cosa

. . Tedy inverzni matice k matici
—sina cosa

Nyni je mozné napsat transformacni rovnici pro piechod od ne¢arkovanych soutadnic k ¢arkovanym:

x' cosa sina \(x o . , e e, . ,
= . . Zjistit, jak budou vypadat rovnice pro x" a )’ je jiz trivialni - staci provést
y —sina cosa J\ y

naznacené nasobeni dvou matic a dostaneme: x' = xcosa + ysina a y'=—-xsina+ ycosa.

Nasledujici priklad ukazuje, kde je mozné se s timto typem transformace soustavy soutfadnic setkat.

Priklad: Napiste obecnou rovnici elipsy, kterda ma tyto vlastnosti: stied elipsy je v pocatku soustavy soufadnic,
jeji hlavni osa svira s osou x uhel 30°, délka hlavni poloosy je 5 a délka vedlejsi poloosy je 3.

Reseni: Nez napiseme obecnou rovnici elipsy v soufadnicich x a y, nejprve vyfesime jednodussi alohu: napiSeme

rovnici elipsy v soufadnicich x' a y', pficemz osa x' svira s osou x pozadovany thel 30°. Jinymi slovy:

v soustavé soufadnic Ox'y’ leZi hlavni poloosa v ose x'. Takovou elipsu ale neni problém popsat obecnou
2 2

., . . v r r ’ X
rovnici. Vyjdeme zrovnice stfedové, kterou pak upravime na obecny tvar: —-+ L1 =
a

bZ
b’x*+a’y”? =a’h® = b’x"* +a’y” —a’h* =0.Po dosazeni: 9x"* +25y"> —225=0.
Nyni chceme napsat rovnici této elipsy v soustavé Oxy. K tomu budeme potiebovat transformaéni vztahy
x'=xcosa+ysina a y =-xsina+ycosa.. Ty nyni dosadime do odvozené rovnice elipsy:

b* (xcosa+ ysina)’ +a* (~xsina+ ycosa)’ —a*h* =0 =
b*x* cos’ a+2b°xysinacosa +b*y’ sin® a +a’x” sin® @ — 2a’xysina cosa + a’ y* cos’ a —a’h* =0 =
x’ (b2 cos’ a+a’sin’ a) +° (b2 sin” a +a’ cos’ a) + 2xy(b2 -a’ )sinacosa -a’h* =0.

UZ nyni je vidét, Ze v obecné rovnici elipsy pribyl navic ¢len, ktery obsahuje souéin xy. Po dosazeni hodnot ze
zadani dostaneme:

x* (9cos’ 30°+25sin” 30°) + y* (9sin’ 30°+ 25 cos” 30°) +2xy (9 - 25) sin 30° cos 30° — 225 = 0 =

x2(9.%+25%j+y2[9.%4—25.%}+2xy(9—25).%.€—225:0 = 52x7 484y ~323xy-900=0 =

13x% +21y* —8/3xy-225=0.

Obecna rovnice elipsy, kterd vyhovuje zadani, mé tedy tvar 13x* +21y? —8y/3xy—225=0.

1.6.1.3 Posunuti a otoceni

Transformace uvedené v odstaveich 1.6.1.1 a 1.6.1.2 je mozné kombinovat. Slozena transformace nemusi
byt obecné komutativni, nicméné je mozné odvodit transformacni vztahy v konkrétnim piipadé na zakladé
potadi skladani transformaci.

V piipadé pouziti maticového zapisu pro otoceni, je mozné vztahy odvozovat velice lehce. Je tfeba jen
davat pozor na provadéné matematické operace a na potadi jednotlivych transformaci:

; . x cosa —sina\(x' X,
1. posunuti a pak otocent: =| . e resp.
y sine cosa )\ y Yo
x") ([ cosa sina\x-x,
V' —sina cosa )\ y—y,
. : X cosa sina | x'+x,
2. otoceni a pak posunuti: = . , resp.
y —sina cosa )\ ¥+,

x") (cosa —sinal(x) (X,
y' sina  cosa )\ y Vo

1.6.2 Kartézsky systém souradnic v 3D prostoru

Kasrtézsky systém soufadnic v prostoru je dan tfemi navzajem kolmymi osami x, y a z, které se protinaji

v jednom bod¢ - tzv. poc¢atku O: hovotime o kartézském systému soutradnic Oxyz.
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1.6.2.1 Posunuti

Pfi posunuti prechazi kartézsky systém soufadnic Oxyz na systém soufadnic Ox'y'z'. Situace je

analogicka jako pfi posunuti kartézského systému soufadnic v roviné (viz odstavec 1.6.1.1).

Pii pfechodu od Kkartézského systtmu Ox'y'z" ke kartézskému systému Oxyz plati nasledujici
transformadni vztahy: x=x"+x,, y=y'+y, a z=z"+z,.

Pii pfechodu od necarkovaného systému k carkovanému systému plati vztahy, které z ptedchozich
ziskame jednoduchou matematickou Gpravou: x'=x-x,, y'=y—y, a z'=z—z,.

Bod o soufadnicich [x,; y,; z,] (v ne¢arkovaném systému soufadnic) uréuje bod, do které¢ho se posunul
pocatek carkovaného systému soufadnic.

S vyuzitim matic (podrobnéji o maticich je pojedndno v odstavci 1.3) je mozné pravé uvedené

x X\ (x, x' x) [ x,

transformacni vztahy vyjadfit takto: | y [=| ¥' [+]| ¥, | resp. | ¥' [=]| ¥ |—| %

’ ’
z z Z, z z Z,

1.6.2.2 Otocleni
Otoceni kartézské soustavy Oxyz, pii kterém piejde na soustavu Ox'y'z’', je naro¢né na predstavu i na

spravné zakresleni. Proto vztahy, které toto otoceni popisuji nebudeme odvozovat, ale pouze napiseme jejich
vyslednou podobu.

!

Pfi pfechodu od kartézského systtmu Ox'y’z" ke kartézskému systému Oxyz resp. od kartézského

systému Oxyz ke kartézskému systému Ox'y'z", plati nasledujici transformaéni vztahy:

x=x'cosa, +y'cosa, +z'cosa, resp. x'=xcosa, + ycos 3, +zcosy,
y=x"cos B, +y'cos 8, +z' cos 5, y'=xcosa, +ycos 3, +zcosy,
z=x'cosy, +y'cosy, +z'cosy, z'=xcosa, +ycos f; +zcosy;,

kde
a,, B, 7, jsou velikosti thlu, které svira kladna poloosa x” s kladnymi poloosami x, y, z;

a,, B,, 7, jsou velikosti uhlu, které svira kladna poloosa y' s kladnymi poloosami x, y, z;
a,, B, v, jsou velikosti uhlu, které svira kladna poloosa z' s kladnymi poloosami x, y, z.

Hodnoty uvedenych deviti thlti nejsou samoziejmé nezavislé. Plati nasledujici vztahy (dalsi je mozné
ziskat cyklickou zdménou):

cos’ a, +cos” B, +cos’ y, =1 cosa, cosa, +cos B, cos B, +cosy, cosy, =0
cos’ a, + cos> a, + cos> a, =1 cosa, cos 3, +cosa, cos B, +cosa, cos 5, =0

S vyuzitim maticového poctu (o kterém je detailné pojednano v odstavci 1.3) je mozné praveé uvedené
transformacéni vztahy pfepsat ve tvaru:

x cosa, cosa, cosa, \(x' resp. x' cosq, cospf, cosy, \[x
y|=|cosf, cosf, cosp ||V y'|=|cosa, cospf, cosy, || v
z cosy, cosy, cosy, )|z z' cosa, cosf, cosy, )\ z

Tato transformace je nesmirné dtlezita pro zavedeni tenzorti.

1.7 Matematické vyjadiovani a zanedbdvani

1.7.1 Matematické vvjadreni slovniho projevu

Ve fyzice se vétSina zakont, které popisuji urcité jevy, vyjadiuje pomoci matematického zapisu (vztahu).
U nékterych zédkond nebude tieba dulezité presné znéni vztahu (nebo pfesné znéni je natolik matematicky

vvvvvv

uvédomit si, na ¢em zkoumana veli¢ina zavisi. Proto je dobré seznamit se s nasledujicimi formulacemi:

1. veli¢ina a zavisi pfimo umérné na veli¢iné b (a je ptimo tmérné b) - znamena, ze s tim, jak roste
(linearng) veliCina b, roste také linearné a. Skutecnost, ze veliina a je pfimo umeérna veli¢iné b, je
mozné zapsat timto zapisem: a = b (napf. obvod Ctverce je pfimo imérny délce jeho strany - ¢im
delsi je strana Ctverce, tim je vétsi i jeho obvod; ...).

2. veli¢ina a je nepfimo timérna veli¢iné b - znamena, Ze s rostoucim b a klesa (nebo naopak), ¢ili
¢im vétsi b, tim mensi a. Jako piiklad Ize uvést skupinu délnik, kteti maji postavit dim: ¢im vice
bude délnikd, tim mensi cas budou potfebovat na stavbu domu.
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3. konstantou umernosti mezi veli¢inou a a b je k - znamena, ze veli¢inu a lze zapsat takto: a = kb
(napf. konstantou umérnosti mezi obvodem kruhu a jeho primérem je 7, ...).

4. veliCina a je tmérna Ctverci (druhé mocnin€) veliCiny b - znamena, ze roste-li veliina b linearné,
roste veli¢ina a jako druha mocnina. Veli¢inu a lze v tomto piipadé zapsat zapisem: a = kb’
(napft. obsah kruhu je imérny druhé mocniné poloméru s konstantou umeérnosti =, ...).

5. veli¢ina a je timérna n-t¢ mocnin¢ veliCiny b - 1ze chapat tak, Ze roste-li veli¢ina b linearn¢, roste
veliina a jako n-td& mocnina. Zapis veli¢iny a: a =b" nebo a =kb". Pfirodni zakony svéta, v
némz zijeme, jsou takové, Ze jen mala cast veli€in zavisi na vétsi mocnin€ nez 2 resp. 3.

1.7.2 PribliZzné vztahy aneb co lze zanedbat

Ve fyzice se Casto postupuje tak, ze z jednoho vztahu (zdkona) se na zakladé dalsiho zkoumani

vvvvvv

zavislosti se obcas stane, ze nékteré veli¢iny jsou natolik malé, ze vysledek ovlivni velice nepatrné. Takové
veli¢iny pak mizeme zanedbat a vypocet (i pfislusny vzorec) si tak zjednodusit. Je ovSem nutno pfihlizet, ne k
tomu, jak je zanedbavana veli¢ina velka (resp. mala), ale k tomu, jak je velka (resp. mald) vzhledem k jiné
veli¢ing (konstant¢). Popularné feceno: ,,Je tfeba dat pozor, abychom nevylili vanic¢ku i s ditétem®, tj. abychom
nezanedbali néco, do zanedbat nelze.

Priblizné vztahy, které mnohdy usnadni vypocet, uvadime spolu s jejich odvozenim. VSechny uvedené
vztahy plati pro |g| <<1:

1. (1xe) =1+2e+6” =1£2¢

1 1 1F¢ 1F¢ .1F¢ _
2. = . = - = =1F¢
lte l1xe lxe 1-¢ 1

3 MiJliH@:J[lig:

1.7.3 ZjednoduSeni matematickvch vvrazu

1+£
2

V matematice (a hlavné pak v jejich aplikacich jako je fyzika, elektrotechnika, ...) se Casto pouzivaji
nasledujici zjednoduseni matematickych zapisu.

1.7.3.1 Kroneckeruy symbol

Pro zkraceni nékterych typl zapist se pouziva tzv. Kroneckertv symbol J,

; » ktery je definovan takto:

1. 6,=0,jestlize i # j
2. 0,=1,jestlize i=j

Piiklad: V kartézské soustavé soufadnic jsou dany tii vektory: e, = (1,0;0), e, = (0;1;0) a e = (0;0;1). Urcete
skalarni soucin libovolnych dvou téchto vektora.

Reseni: Podle zadani vektorti je ziejmé, Ze se jedna o vektory, které lezi postupné na oséach x, y a z kartézského
systému soufadnic a jejichz velikost je 1. Uvazované vektory jsou tedy vzajemné kolmé (a tim padem linearné
nezavislé), takze tvori bazi kartézské soustavy soufadnic (o bazi podrobnéji v odstavei 1.2.2). Pro jejich skalarni
soucin bude platit: skalarni soucin dvou stejnych vektord (podle definice z odstavce 1.8.1) bude 1, zatimco
skalarni soucin dvou riznych vektorit bude nulovy (vektory jsou vzajemné kolmé). To je mozné pomoci prave

zavedeného symbolu zapsat takto: ej.ej =0;.

Pravé uvedeny piiklad byl pomérné jednoduchy, nicméné v fadé situaci KroneckerGv symbol znacné
uleh¢i zapis.

Kroneckertiv symbol je vlastné jednotkovy tenzor druhého fadu (viz detailné odstavec 1.12.3.3).
1.7.3.2 Levi-Civitiiy symbol

Jedna se o dalsi symbol, ktery (stejné jako Kroneckerovo delta - viz odstavec 1.7.3.1) mize fadu priklada
zjednodusit. Vzhledem k tomu, Ze se opét (jako u Kroneckerova delta) jedna o tenzor, je tento symbol (tenzor)
vysvétlen az v odstavci 1.12.4.

1.7.3.3 Einsteinovo sumacni pravidlo

Dfive nez pfistoupime k vysvétleni Einsteinova sumacniho pravidla, je tieba se zminit o sume a vysvétlit
jeji matematické pouziti.

Pojem ,,suma“ (jak nabizi i praktické pouzivani tohoto slova - zejména ve spojeni s financemi) se tyka
souctu. Konkrétné pomoci sumy je mozné zkratit zapis n¢kterych vyrazi:
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1. Soucet vsech pfirozenych cisel od jedné do sta. Misto standardniho zapisu 1+2+3+...+100
100
muilZzeme pouZzit zapis pomoci sumy: Zi , ktery ¢teme ,,suma i pro i od jedné do sta“.
i=1

2. Definice skalarniho soucinu dvou vektort u=(u;u,;u;) a v=(v;v,;v;) lze misto zapisu

ktery se ¢te: ,,suma u,v, pro i od jedné

lt’

UV = uv, + v, + u,v, zjednodusit zapisem wy = Zu
i=1

do tri.
3.

Uz samo pouziti sumacniho znaménka je vyraznym zkracenym zapisu daného matematického vyrazu.
Albert Einstein pfisel s dalsim zkracenim. Ve fyzice se vét§inou pracuje v tfirozmérném kartézském systému

soufadnic a proto se tedy Casto vyskytuje zapis, v némz vystupuji vyrazy Zx

i
i=1

zavedl Einstein nasledujici pravidla, kterd se souhrnné oznacuji jako Einsteinovo sumacni pravidlo:

el. pro i=1,2,3, ... Proto

1. kazdy index, ktery se v jednoclenu pfislusného vyrazu vyskytuje pouze jednou, mize nabyvat
hodnot 1, 2, 3; pf. vyrazem x,; se rozumi trojice x;, x,, X, ; zapisem x, se rozumi skupina veli¢in

xll’ x12’ X13,X21, 'x22’ x23’ 'x31"x32’ x33’

2. vyskytne-li se v jednoclenu vyrazu tyz index dvakrat, rozumi se tim s¢itani od 1 do 3; pf.

, . Lo _ . e i ; ’
vyrazem x, se rozumi zapis Zx,.,. =X, +X, +X;;; zapisem x,y'z, se rozumi vyraz
i=1

3 3
le.ink = szxl.yi =z (xly] +x2y2 +x3y3) 5

i=1 i=1

1.8 Souciny s vektory; pravidlo prave ruky

Ve fyzice se pouzivaji i vektorové fyzikalni veliiny. V ramci bézného studia fyziky se skutecnost, ze
dana fyzikalni veli¢ina je vektorova, projevi v jejim zobrazeni (,,usecka se Sipkou®), v moznosti ziskani
zéporného vysledku pii pocitani (to pak znamend, ze byla nakreslena opacné, nez vyzadovala situace),
(Skoro) nikdy se ale nevyuziva tento vektor pfi odvozovani dalSich riznych vztahl. Divodem je, ze fyzika (i
v tomto ohledu) pfedbiha matematiku. Takze ve fyzice ,,se to okeca® a teprve az pruhled do matematiky ukaze
zajimavé souvislosti.

Nezbytnym piedpokladem prace s vektory kromé zakladnich operaci jako je soucet, rozdil, nasobek
skalarnim ¢islem a rozklad do dvou danych smért je i znalost skalarniho a vektorového soucinu.

1.8.1 Skalarni soucin

D: SKALARNI SOUCIN #.v DVOU NENULOVYCH VEKTORU # A Vv JE REALNE CISLO
1i.v = [ii|[V] cos ¢, KDE ¢ JE UHEL SEVRENY UVAZOVANYMI VEKTORY. JE-LI ALESPON JEDEN Z

VEKTORU NULOVY, DEFINUJEME #.v =0.

Jsou-li vektory u a v definované v roviné a maji-li soufadnice u = (ux; u y) av= (vx; v, ), je mozné

skaldrni sou€in t€chto dvou vektorli vyjadfit ve tvaru u.v =u, v, +u,v,.

Analogicka je situace i pro dva vektory v prostoru - jen se pfida dalsi soufadnice. Vektory u a v pak
maji soufadnice u = (u SU U ) a v= (vx; vy;vz) a jejich skalarni soucin je mozné vyjadfit ve tvaru
UV =U vy Uy, +u,v, .

Na zaklad€ defini¢niho vztahu skalarniho sou¢inu je mozné i ur¢ovat kolmost dvou nenulovych vektora.
Skalarni soucin dvou vektord je nulovy v téchto ptipadech:

1. alespon jeden z vektoru je nulovy (. alespon jeden z vektorl ma velikost 0)
2. cosep=0 - to ale znamena, ze ¢ :% (vzhledem k tomu, Ze se jedna o tihel dvou vektord nema

smysl uvazovat dalsi feSeni, protoze uhel sevieny dvéma vektory lezi v intervalu <0; 7r> )

Budou-li tedy dva vektory nenulové a piesto jejich skalarni soucin bude roven nule, znamena to jedno

jediné: uvazované vektory sviraji uhel ¢ = EX tj. jsou vzajemné kolmé.

1.8.2 Vektorovy soucin

Nejen v analytické geometrn v prostoru, ale i ve fyzice je Casto potieba najit vektor w, ktery by byl

kolmy ke dvéma vektorim uavv prostoru, které nelezi na jedné pfimce (tj. jsou linearn¢ nezavislé). Pfitom
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vektor ¥ ma soufadnice u:(ux;uy;uz) a vektor v soufadnice v—(vx,vy,vz). Vektor kolmy k obéma
vektorim je mozné ur¢it pomoci skalarniho soucinu. Skalarni soucin vektori # a w musi byt v tom piipad¢
nulovy, stejné tak skalarni souéin vektord v a w . Musi tedy platit: u.w=0 a zaroven v.w=0.Ma-li vektor w
soufadnice w = (wx; Wi W, ) , je mozné skalarni souciny rozepsat takto:

) Xy Ty
= =

uw=0 uw, +uw +uw =0 vauw +vuw +vuw, =0
=0 vow, +vw, +v.w, =0 “u v w, —uyw, —uvw =0

w, (uyvx —uv, ) +w, (uzvx -u.v, ) =0.
Posledni rovnice (o dvou neznamych w, a w, je splnéna, napf. pokud w, =uyv —-uyv, a

w, =-u,v, +uv, . Dosazenim do rovnice u w_+ uw, +uw, = 0 je mozné urcit w,_ takto: w, = u,y, —uv,.

Hledany vektor w ma tedy soufadnice: wz(uvv —UV UV, UV UV, — UL, )

Pozndmka: Jak urcit souradnice vektorového soucinu, je mozné si (13 Uai Ugd (Up3 0 3Ua) (Ui U, 1)
pamatovat podle nasledujici pomiicky dle obr. 12. Prvni souradnici

ziskame na zakladé druhych a tretich souradnic vektori ua v, (v ;1.r3) (I.rl; ;1.r3) ':"1”’2; ]
druhou na zaklade prvnich a tretich a treti na zdkladé prvnich a

druhych. Vyndsobime souradnice, které jsou spojené Sipkou zleva \"‘ /
doprava a od tohoto souctu odecteme soucin souradnic spojenych h
Sipkou zprava doleva. Pouze u druhé souradnice vysledného vektoru obr. 12

zmeénime znameénko.

Vektorovy soucin dvou vektorQ u a v nelezicich na primce je vektor w, ktery ma tyto vlastnosti:
1. vektor w je kolmy k obéma vektorim wav
2. smér vektoru w je mozné uréit podle pravidla pravé ruky: Polozime-li pravou ruku do roviny, v
niz lezi vektory u a v tak, 7e pokrdené prsty této ruky smér otaceni, které pfevede vektor u na
vektor v (v nejkratSim sméru, tj. vnittkem konvexniho thlu, ktery vektory uav sviraji), ukaze

vztyCeny palec smér vysledného vektoru w . Dal3f podrobnosti o pravidlu pravé ruky viz odstavec
1.8.3.

3. pro velikost vektoru w plati: M = MM sina , kde « je uhel vektord uav
4. velikost vektorového soudinu dvou vektori u a v je ciselné rovna obsahu rovnobéznika
uréeného vektory u a v. Pokud totiz bude jedna strana rovnobéznika déna napt. vektorem u,
pak vyraz |17| sina udava délku vysky na stranu u. (Analogické je vysvétleni i pro ptipad zamény
vektord u a \7)
Vektorovy soudin w vektorti u a v se znadi W=uxy.
Pii zjistovani vektorového soucinu dvou vektort (jak soufadnic, tak sméru p0m001 prav1dla prave ruky),
je tieba davat pozor na potadi vektorti. Vektorovy soucin totiz neni komutativni. Plati: UXV=—VXU .

1.8.3 Pravidlo pravé ruky

Fyzikalni veli¢iny, u nichz potfebujeme znat kromée Ciselné hodnoty pfislusné veliCiny i jejich smér, jsou
reprezentovany vektory. Vystupuje-li v jednom zdkonu (rovnici) vice vektorovych veli¢in, pak se mlze (a
nemusi) stat, Ze vysledna veli¢ina bude opét vektor, a v tom ptipadé je nutno urcit jeji smér. U velicin (vektori),
které jsou vyjadfeny pomoci vektorového soucinu (viz odstavec 1.8.2) dvou jinych vektorovych fyzikalnich
veli¢in, postupujeme pii ur€ovani sméru veli€iny vysledné podle pravidla pravé ruky (pravoto¢ivého Sroubu):

Naznac¢ime-li uchopeni obou vektorti do pravé ruky tak, jako bychom prsty pravé ruky chtéli dva zadané
vektory ,,zmacknout“ k sobé, ukaze odtazeny palec smér vysledného vektoru. (Pro spravnou ptedstavu
»zmacknuti“ vektord, je nutno si tyto vektory pomysiné posunout tak, aby méli spoleény pocatek.)

Uvazujme dva vektory (resp. dvé vektorové fyzikalni veli¢iny) u a v z obr. 13, které definuji vektor w
timto zpusobem: w=uxv . Provést u nich pomyslné zmacknuti nebude tézké, nebot’ vektory maji spoleény
pocatek. Dostavame tedy smér vektoru w svisle vzhuru. V piipadé, Ze bychom uvazovali vektor X ve tvaru
X =vxi, dostaneme vektor X v opaténém sméru, nez je smér vektoru w (coZ je v potadku - viz vlastnosti
vektorového soucinu v odstavci 1.8.2).
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Nyni budeme uvazovat vektory # a v takové, které nemaji spoleény pocatek
(situaci lze sledovat na obr. 14). A opét chceme urit smér vektoru w definovaného +
vztahem w=uxv . Abychom mohli 1épe aplikovat pravidlo pravé ruky, pfeneseme si
vektor u do stejného pocatku jako ma vektor v . Nyni jiz uréime opét jednoduse smér
vektoru w - pomoci pravidla pravé ruky aplikovaného na vektory u, a v .

#l

=4
=

-

Ve fyzice se vyskytuje celd fada fyzikalnich veli¢in, jejichz smér se urCuje
praveé na zaklad¢ pravidla pravé ruky - moment sily, smér sily pisobici na vodi¢ s
proudem, ... ?

obr. 13

Poznamka: V matematice je mozné vektory libovolné posouvat
Jjednak po vektorovych primkach, na nichz lezi, ale také je prendset —
na libovolné rovnobezky. Tato druhd pomocna konstrukce ma viak \4111

]

-

ve fyzice jisté omezeni: budeme-li chtit napriklad vektorové scitat
dvé ruznobezné sily, které nemaji spolecné piisobiste, zmenime
posunutim jedné sily na rovnobezku prochdzejici pocatkem druhé

=4
=l

-

-

sily moment této sily. Pro ziskani smeéru vektoru, ktery je vysledkem — =
vektorového soucinu dvou vektori, lze tuto konstrukci pomysiné u u
provést s tim, Ze pocdtek vektoru urcéime spravné na zdkladé obr. 14

fyzikalnich znalosti s ohledem na to, o jakou fyzikalni velicinu se
bude konkrétné jednat.

1.8.4 SmiSeny soucin

D: SMISENYM SOUCINEM TRi VEKTORU d , b A € SEROZUMI SE ROZUMI CiSLO d.(E x| .

~—

Smiseny soucin tii vektord, které maji soutadnice d=(a;a,;a,), b=(b;b;b) a ¢=(c;c5¢,), je
a a4 4
mozné vyjadrit takto: 5.(5 xc ) =|b, b, b,|. O platnosti tohoto tvrzeni je mozné se presvédcit ,,odzadu®, tj.
G 6 G
zacit upravovat vysledny determinant - a to rozvojem dle prvniho fadku (viz odstavec 1.4.2.2), ¢imz dostaneme:
a, a, a

b, b b b b b b, b b b b b
b b, b :al(—l)1+1 * Vlya, (—l)2+1 e (—l)3+l = Cma| ! e =
¢, G ¢ G q ¢ ¢, ¢ ¢ G o ¢
G & G
b, b, b, b b b, , . s . v
=gq, +a, +a, (nyni jsme pouzili vlastnost determinantu, kdy pfi zaméné dvou
G G G G G G
sloupcti se méni znaménko determinantu). V upravach pokra¢ujeme uréenim determinanti druhych stupiii (viz
s b, b, b, b b b,
podrobnéji odstavec 1.4.1): a, +a, +a, =a,(bye; —bye, )+ a, (bye, —biey )+ a; (b, —byey) .
G G G G 1 G

Srovname-li nyni vyrazy v zavorkach se soufadnicemi vektorového soucinu vektord b a ¢ (podle definice
vektorového soucdinu v odstavci 1.8.2) a uvédomime si, jak je definovany skalarni soucin dvou vektord (viz

odstavec 1.8.1), je jasné, ze posledni vyraz je mozné pfepsat ve tvaru Zz.(E xc ) .

Geometricka interpretace smiSeného soucinu je nasledujici: absolutni hodnota smiSeného soucinu tfi
vektori @, b a ¢ je rovna objemu rovnob&Znosténu, jehoZ tii hrany, vychazejici z téhoZ vrcholu, jsou uréeny
danymi vektory @, b a ¢. Vyplyva to z geometrické interpretace vektorového soucinu (viz odstavec 1.8.2):
plati ‘ﬁ.(l;xé)‘ :|5|.‘l;><5‘cos<p (kde ¢ je uhel, ktery svird vektor 4 s vektorem bxé)a pfitom ‘Exé‘ je

roven obsahu zaklady rovnobéznosténu a |c7 | cos@ je vyska daného rovnobéznosténu.

1.8.5 Vyrazy obsahujici smésici soucinii

Vzhledem k tomu, Ze uz byl definovan skalarni, vektorovy i smiSeny soucin, je mozné si fici nékteré
dodatky, které budou vyuzity zejména v odstavci 1.12.6.2, v némz budou zavedeny linearni diferencialni
operatory.

Necht a, b a ¢ jsou tfi vektory. Pro jejich ,dvojity vektorovy soucin“ plati:

ax (13 X 2) = 13(52) - E(&B) . Toto je ovSem jen jedna z moznych variant zapisu, nebot’ je tfeba si uvédomit, ze:
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1. skalarni soucin je komutativni - tj. kolem ,,te¢ky* je mozné libovolné prohazovat vektory

2. vektorovy soudin neni komutativni - tj. prohozeni dvou vektord kolem ,kiizku* zptsobi zménu
znaménka daného vektorového soucinu

3. nasobek vektoru skaldrem je komutativni - tj. prohozeni skaldru a vektoru kolem ,ni¢eho*
(nasobek skalaru a vektoru se piSe bez tecky) je seriozni matematicka operace, pii niz se vysledek
nezmeéni

vvvvvv

diferencialnich operatord (viz odstavec 1.12.6.2).

1.9 Komplexni Cisla

1.9.1 Zavedeni komplexnich ¢isel

Komplexni ¢isla se pokusime zavést tak, aby piirozenym zpisobem zavrsila vyvoj Ciselnych soustav.
Jedna se vyvoj Ciselnych soustav, ktery je spjaty s vyvojem lidské spolecnosti. Prvni lidské spolecnosti vystacily
se znalosti ¢isel prirozenych, protoze jediné, co potiebovaly bylo pocitat dobytek, poéitat urodu (napt. pomoci
kosi, nadob, ...). S ristem majetkovych rozdild jednotlivych jedincti lidské spoleénosti doslo k tomu, ze nektefti
méeli veétsi majetek nez druzi. Ti bohatsi zacali ostatnim ptijcovat - no a pro vyjadieni dluhu zcela nutné vyvstala
potieba zapornych Cisel - vznikla ¢isla cela. S dal$im vyvojem spoleénosti bylo zapotiebi zavést i Cisla
racionalni (vypocet obsahti pozemkd, vypocet dani, ...). S vyvojem matematiky pfisla potfeba mit Cisla, ktera
nesla vyjadfit pomoci zlomku (hodnoty goniometrickych funkci, hodnoty logaritmu, ...), a tak byla zavedena
¢isla realna.

Shrnuto: umime najit takovy ¢isel obor, v némz je mozné (aniz bychom se s vysledkem dostali do
néjakych potizi) scitat (Cisla prirozend), odcitat (Cisla cela), délit (Cisla racionalni), ale zatim ne vSechna cisla
umime odmociiovat (v redlnych ¢islech umime odmociniovat jen ¢isla nezaporna).

Uz z pravé popsaného historického vyvoje je ziejmé, ze ,,slozitéjsi“ Ciselny obor je vzdy jakousi

definovany v oboru ,,jednodussim®, ale zde jsou jesté n€jaké operace navic (viz schématicky obr. 15).
V algebfie se vSechny Ciselné obory zavadéji pomoci
definic, ale drzi se pravé zminéného pravidla - tj. novy

vvvvvv 3

(,,slozitgjsi) ciselny obor se definuje vzdy na zakladé oboru

pfedchoziho (napf. Ccisla racionalni jako podil dvou Q R C
nesoudélnych cisel celych, z nichz ¢islo ve jmenovateli je
nenulové).

Podobnym zptisobem se definuji i Cisla komplexni, tj.
pomoci ¢isel realnych. obr. 15

D: KOMPLEXNIM CiSLEM SE NAZYVA VYRAZ TVARU a+bi, KDE a,beR A i JE CISLO, PRO
KTERE PLATI i =—1. V KOMPLEXNIM CISLE @ +bi SE CiSLO a NAZYVA REALNA CAST, CiSLO
b IMAGINARNI CAST A CISLO { IMAGINARNI JEDNOTKA.

D: ZAPIS KOMPLEXNIHO CISLA Z VE TVARU a+bi SE NAZYVA ALGEBRAICKY TVAR
KOMPLEXNIHO CISLA Z.

Specialni piipad nastava pro Cisla a+bi, pro které je b # 0 - ta se nazyvaji imaginarni, je-li navic jesté
a =0 nazyvaji se ryze imaginarni. Cisla a+bi , pro které je =0, jsou &isla relna (ale je mozné je fadit i
mezi ¢isla komplexni).
1.9.2 Pocetni operace s komplexnimi isly

V mnozin¢ komplexnich ¢isel jsou definovany pocetni operace podobné jako v mnoziné ¢isel realnych:

1. s¢itani - pro kazdd dvé komplexni ¢&isla z,=a+bi a z,=c+di Dplati
2 +2, =(a+bi)+(c+ci)=(a+c)+(b+d)i

2. nasobeni - pro kazdda dvé komplexni Cisla @z, =a+bi a z,=c+di plati:
2,25 = (a+bi)(c +ci)=(ac—bd )+ (ad + be)i

Poznamka: Scitani a nasobeni komplexnich cisel se tedy provadi analogicky jako scitani a nasobeni polynomai.

3. opacné &islo - ke kazdému komplexnimu &islu z = a +bi existuje ¢islo z' tak, ze plati: z+z'=0;
¢islo z' =—a—bi je ¢islo opaéné k Cislu z.

4. rozdil z; —z, komplexnich ¢isel z,, z, je soucet ¢isla z; a Cisla opacného ke komplexnimu ¢islu
Zy1Z—Zy =24 +(—22)

5. rovnost dvou komplexnich Cisel a + bi a ¢ + di nastava prave tehdy, kdyz a=cAb=d

¢islo komplexné sdruzené (komplexni ¢islo sdruzené) s ¢islem z = a+bi je Cislo z =a—bi
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Z . e ~r ~r ~ r r w~r
7. podil = komplexnich &isel z, a z, #0 je soucin &isla z, a &isla prevraceného k &islu z, .
22
Vysledkem je opét komplexni ¢islo, tj. ¢islo ve tvaru a+ bi . Abychom se k tomuto tvaru dostali,

L4 22

je doporuceno deleni provadét nasledujicim postupem: tj. rozsifit zlomek

Zy Iy I
komplexné sdruzenym ¢islem z, k ¢islu z, .
Podil dvou komplexnich ¢isel je zalozen na nasledujici vlastnosti komplexnich ¢isel: Soucin
komplexniho ¢isla z a ¢isla z s nim sdruzeného je realné nezaporné Cislo, pficemz rovnost z.z =0 nastava
pouze pro piipad z=0.

1.9.3 Absolutni hodnota a grafické znazornéni komplexnich cisel

Dalsi ,,operaci®, kterou zname z ¢isel redlnych je absolutni hodnota. Absolutni hodnota realného cisla je
pojem dobfe znamy - jednd se vzdy o realné nezaporné Cislo. Pojem absolutni hodnoty lze rozsifit i na ¢isla
komplexni. Zatim jedind operace, aplikovana na komplexni Cislo z, ktera dava jako vysledek nezaporné realné
¢islo, je soucin daného komplexniho ¢isla z a ¢isla z s nim sdruzeného. Tento soucin dava:

zzZ = (a + bi)(a —bi) =a’ +b*. Realna &isla jsou ale zvlastnim piipadem &isel komplexnich (b =0), proto by v
tomto pripadé méla byt absolutni hodnota ¢isla komplexniho totozna s absolutni hodnotou ¢isla realného. Z toho
diivodu je tieba jesté ,,pfidat* odmocninu.

D: ABSOLUTNi HODNOTA KOMPLEXNIHO CiSLA Z JE CISLO |z| =4zZ.

Vlastnosti absolutni hodnoty komplexniho ¢isla:
1. Pro z#0 je |z|>0,pr0 z=0 je |z|=0.Pr0 z=a+bi je |z|=x/az+b2 .
2. Pro libovolnd komplexni ¢isla z;, z, plati: |zlzz|:|zl|.|zz|. Je-li navic z, #0, pak plati:

_ |Zl|

|22|

21

)

| D: KOMPLEXNI JEDNOTKA JE KOMPLEXN] CISLO, JEHOZ ABSOLUTNI HODNOTA JE ROVNA JEDNE.

Je dulezité si uvédomit, ze urcité operace maji v komplexnich cislech (na rozdil od realnych) jista
omezeni:
1. Mnozinu komplexnich ¢isel C nelze na rozdil od mnoziny realnych ¢isel R usporadat podle
velikosti, tj. pro komplexni Cisla nelze zavést vztah nerovnosti tak, aby spliloval vSechny
vlastnosti jako u ¢isel realnych.

2. VaeR:a2:|a2

, v oboru komplexnich &isel tato rovnost obecné neplati. VzeC: 2z’ =zZ a
rovnost z° =|z|2 plati jen pro ta komplexni ¢isla, pro které z =z, tj. ¢isla realna. Napft. pro
z=1+i je |z|2 =2, ale z2 =2i.

3. V redlnych cislech je mozné rozlozit dvojclen x? - yz, ale jiz ne dvojclen x2+ yz. V oboru
komplexnich &isel je ale mozné rozlozit i tento dvojélen: x* + y? = (x + yi)(x - yi).

Realna ¢isla je mozné znazornit na ptimku, tj. existuje vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnoziny R na
mnozinu bodl pfimky. Analogicky existuje vzajemn¢ jednoznac¢né zobrazeni mnoziny RxR na mnoZzinu vSech
bodi roviny, tj. vSechny uspofadané dvojice realnych Cisel je mozné znazornit v roviné. Cisla komplexni lze
chépat jako usporadanou dvojici redlnych cisel: [a; b]za+bi. Komplexni ¢isla je tedy mozné zndzornit v
roving.

D: ROVINA KOMPLEXNICH CiSEL (GAUSSOVA ROVINA) JE ROVINA, JEJIZ BODY POVAZUJEME ZA
OBRAZY KOMPLEXNI{CH CiSEL.

rs

Vzajemné piifazeni komplexnich ¢isel a bodi Gaussovy roviny je ¥
zprostiedkovano pomoci kartézské soustavy soufadnic Oxy, na jejiz ose x jsou
zobrazena reélna Cisla a na ose y Cisla ryze imaginarni. Osa x se proto nazyva realna  Z(a +hi)
0sa, osa y pak imaginarni osa. B (hi)

Absolutni hodnota realného ¢isla je rovna vzdalenosti jeho obrazu od pocatku
na Ciselné ose. Otazkou je, zda tuto vlastnost ma také absolutni hodnota ¢Cisel
komplexnich. Uvazujme proto v Gaussové roviné bod Z, ktery je obrazem
komplexniho ¢isla z=a+bi a uréeme vzdalenost d tohoto bodu od pocatku O
kartézského systému soufadnic. Podle obr. 16 plati:

Afa) 0 X
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2 2 2 2 . 1
d =|0Z| = oA +|0B* =Jla* +[p* =Va® b =|]. obr. 16
Poznamka: Z pravé uvedeného vyplyva, ze vsechna komplexni cisla z, ktera maji tutéz absolutni hodnotu, lezi v
Gaussove roviné na kruznici se stiredem v pocatku a s polomérem rovnym |z| .

Absolutni hodnota rozdilu dvou komplexnich ¢isel urcuje jejich vzdalenost v Gaussove roving.

1.9.4 Goniometricky tvar komplexnich ¢isel

V Gaussove rovin€ je mozné urcit obraz Z libovolného komplexniho ¢isla z = a+bi pomoci kartézské
soustavy soufadnic dvojim zplsobem:
1. pomoci soufadnic x a y tak, Ze za x-ovou soufadnici vezmeme redlnou ¢ast komplexniho ¢isla z a
za y-ovou soufadnici jeho ¢ast imaginarni
2. pomoci vzdalenosti obrazu Z od pocatku soustavy soufadnic a pomoci velikosti orientovaného
thlu ¢, jehoz pocateéni rameno je kladna poloosa x a koncové rameno polopiimka OZ

rs

Realné ¢islo urcujici velikost tohoto orientovaného uhlu se nazyva argument ¥
komplexniho ¢isla z. Z vlastnosti orientované¢ho uhlu plyne: ma-li komplexni ¢islo
z#0 argument ¢, ma téz argument @+2kx, kde keZ. Onou zminénu (a+hi)

vzdalenosti obrazu Z od pocatku soustavy soufadnic je absolutni hodnota hi
komplexniho ¢isla z. "
z
Podle obr. 17 je vidét, Ze plati: singozﬂ A cos<p:i. Pro komplexni
g g
¢islo z pak dostavame: z =a+bi = |z| cos @+ (|z| sin q))l = |z|(cos @+isin (p) S 0 2
obr. 17

D: GONIOMETRICKY TVAR KOMPLEXNIHO CiSLA z#0 JE JEHO VYJADRENI VE TVARU:
z= |z|(cos @ +isin (p), KDE @ JE ARGUMENT KOMPLEXN{HO CISLA Z.

Goniometricky tvar komplexnich ¢isel umoznuje jejich snadné nasobeni a déleni:

1. Soucin libovolnych nenulovych komplexnich ¢isel 2z, z,v goniometrickém tvaru
z, :|zl|(cos @, +isin gol) a  z, :|zz|(cos @, +isin goz) je roven komplexnimu &islu
z= |z1 |.|z2 |.[cos((p1 +¢, )+ i sin((p1 +¢, )]

2. Podil libovolnych nenulovych komplexnich ¢isel z;, z,v goniometrickém tvaru
Z, =|zl|(cos @ +ising,) a  z, =|22|(cos @, +ising,) je roven komplexnimu &islu

_fl

2

Zobecnénim opakovaného nasobeni tymz ¢islem (jak v realnych Cislech, tak v komplexnich) je umocniovani. V

oboru komplexnich ¢isel dava navod, jakym zpisobem umocnovat komplexni ¢isla zapsana v goniometrickém
tvaru,  Moivreova  véta: Pro kazdé celé n a  libovolny  argument 1) plati:

z .[cos(go1 -@, )+ i sin(go1 -@, )]

Hz|(cos @+isin go)]" = |z|" (cos ne+isin ngo) .

Pozndmka: Je-li treba umocnit komplexni cislo v algebraickém tvaru, nejprve jej pirevedeme na tvar
goniometricky, protoZe umocnovat komplexni cisla v goniometrickem tvaru je diky Moivreové vété snadné.

1.9.5 Exponencialni tvar komplexnich disel

Ve fyzice, elektrotechnice a dalSich oborech, které pracuji s komplexnimi ¢isly, je dulezité znat dalsi tvar
komplexniho ¢isla - exponencialni tvar komplexniho ¢isla. Pti jeho odvozovani vyjdeme z tzv. Eulerovych
vzorci, které lze odvodit s pouzitim vys$Sim matematiky (matematickd analyza v komplexnim oboru, ...).
Eulerovy vzorce vyjadiuji vztah mezi eulerovym ¢islem e (e =2,7182818 ... )a argumentem komplexniho ¢isla:

1. e'? =cosp+ising
2. e’ =cosp—ising

e —e™? e +e?
Odtud je mozné jednoduse vyjadfit sin@ a cos¢ takto: sin@ = — acosp=———
i

28



© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha 1 Matematika pro fyziky

Komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru je mozné psat ve tvaru z = |z|(cos¢)+i sin (p). Po dosazeni z

prave vyjadienych goniometrickych funkeci z Eulerovych vzorcl dostavame:
ip —ip ip —ip
e’ +e e’ —e 1(; i ; i ;
Z:|Z| +i : :|Z|—(e"”+e Y 1e'? —e "”):|Z|e””
2 2i 2

D: EXPONENCIALNI TVAR KOMPLEXNIHO CIiSLA z # 0 JE JEHO VYJADRENI VE TVARU: z = |z|e“" ,

KDE ¢ JE ARGUMENT KOMPLEXN{HO CiSLA Z.

1.9.6 Kvadratické rovnice reSené v oboru komplexnich ¢isel

Komplexni ¢isla (jak bylo zminéno na zacatku odstavce o komplexnich ¢islech) jsou ¢isla, v nichz je
mozné scCitat, odCitat, nasobit, d¢€lit, umocnovat, ale i odmociiovat, aniz bychom museli mit obavu, ze se
dostaneme k nefeSitelnému problému. To znamena, ze v oboru komplexnich ¢isel maji feSeni vSechny
kvadratické rovnice. A to i ty, jejichZ diskriminant je zaporny. Je mozné dokazat, ze pokud ma kvadraticka
rovnice komplexni kofeny, pak se jedna o komplexni ¢isla vzajemné komplexné sdruzena.

1.9.7 Binomické rovnice

Zavrsenim povidani o komplexnich ¢islech jsou tzv. binomické rovnice.

D: BINOMICKOU ROVNICi SE NAZYVA ROVNICE TVARU x" —a =0, KDE a JE DANE KOMPLEXNI
CISLO, x NEZNAMA A n >1 JE CISLO PRIROZENE.

Pii feSeni této rovnice, tj. pii hledani komplexniho ¢isla x spliiujici binomickou rovnici, je mozné
predpokladat, ze a =0 . Je totiz zfejmé, ze v piipadé a =0 ma piislusna binomicka rovnice pouze jedno feseni,
a to x=0. Predpoklad nenulovosti a navic umozni vyjadfit cislo a v goniometrickém tvaru:
a=|a|(cosa+i sina). ReSenim binomické rovnice je komplexni Cislo x, které je mozné vyjadiit téz v
goniometrickém tvaru: x = |x|(cos @+isin go) .

. . .. o w , .. n .. r

Binomickou rovnici tedy mizeme psat ve tvaru: Hx|(cosqp+zsm (p)] —|a|(cosa+zsm a):O. Pomoci

. v .y v rv n . . . . . v . , v ,
Moivreovy véty ji pfepiSeme do tvaru |x| (cos ne+isin ngo):|a|(cosa+lsm a). Odtud je zfejmé, ze dana

rovnost plati, pokud |x|" = |a| a zaroven ng =a+2kr ,kde k € Z . Odtud jiz pro neznamé |x|n a ¢ dostavame:

a+2kr . P . . .
|x| = ,"/|a| a p=——, takze komplexni ¢islo x je mozné psat ve  tvaru:
n

xzm(cos(ﬂ_z}m+isina+2kﬂj,kde kelZ.

n n

Na prvni pohled to vypada, ze pravé vyfesend goniometricka rovnice ma nekonecné mnoho feseni, nebot’
k €Z . Vzhledem k periodicit¢ funkci sinus a kosinus tomu tak ale neni. VSechny riizné kotfeny binomické

rovnice x" —a=0 lze ziskat dosazenim za k pouze ¢&isel 0,1,2,...,n—1. Pfi zakresleni kofent binomické
rovnice do Gaussovy roviny zjistime, ze tyto body tvoii vrcholy pravidelného n-uhelniku vepsaného do kruznice

se stiedem v po&atku soustavy soufadnic a s polomérem %/ |a| .

Kofeny binomické rovnice x" —1=0 maji tyto vlastnosti:
1. kofeny jsou komplexni jednotky
2. soucin libovolnych dvou kofenu je opét kofenem této rovnice

3. pro viechna k plati: x, = xf
Binomicka rovnice je pomérné slusny a pfitom jednoduchy nastroj pro vySetfovani pravidelnych n-
uhelniku.
1.10 Diferencidalni pocet

Zaklady diferencialniho a integralniho poctu, ktery byva téz nazyvan pocet infinitezimalni (latinky
infinitesimalis znamena nekone¢né maly), vytvofili anglicky matematik, fyzik a astronom Isaac Newton (1642 -
1727) a némecky matematik, fyzik, filosof, pravnik a diplomat Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Tato
matematicka disciplina, kterd je zalozena ,na nekone¢né¢ malych veli¢inach®, nalezla rychle uplatnéni v
nastupujicim 18. stoleti, protoze méla pouziti nejen v samotné matematice, ale i v pfirodnich védach a technice.

1.10.1 Elementarni funkce

Vzhledem k tomu, Ze problematika diferencidlniho a integralniho poctu je zalozena na pojmu funkce, je
tieba bezpodminecné ovladat zakladni (tzv. elementarni) funkce a jejich vlastnosti (graf, transformace grafu v
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soustavé soutadnic, defini¢ni obor a obor hodnot, monotonie, ryzi monotonie, omezenost, inverzni funkce,
periodicka funkee, ...).

Pii vypoctu limit, derivaci a integralt se Casto vyuziva rovnost funkci a navic vétSina funkci budou
funkce slozené, je tfeba tyto pojmy upfesnit.

D: FUNKCE f A g SE ROVNAJI NA MNOZINE M =D(f)nD(g), PLATI-LI PRO KAZDE x € M :
f(x)=g(x).

D: REKNEME, ZE FUNKCE % JE SLOZENA (h JE SLOZENA FUNKCE) Z FUNKCI f A g, PRAVE
TEHDY KDYZ PLATE: D(h)={xeD(f); f(x)eD(g)} A VxeD(h):h(x)=g(f(x)).
FUNKCE /i SE ZNACI SYMBOLEM: h = go f . SKLADANI FUNKCI NENf OBECNE KOMUTATIVNI.

Spolu se zakladnimi (elementarnimi) funkcemi, které jsou znamé ze stiedoskolské matematiky, je tfeba
znat 1 jejich grafy (véetné transformace grafu - posunuti po jednotlivych osach kartézského systému, nasobky,
...). Piehled zakladnich (elementarnich) funkeci:

1. polynomicka: fiy=ax"+a, x""+a, x""+..+ax+a,, kde neZly,
a,,a, ,d, 5, ...a,8€R, a #0 a D(f)=R (jejimi zvlatnimi piipady jsou funkce

konstantni, linearni a kvadraticka)
) X P (x ax"+a x""+a X" +..+ax+a
2. raciondlni: f:y= () =l ¥ 1 °
0, (x) b, x" +b, x"" +b, , X" +...+bx+b,

jsou realna c¢isla vyjma vSech nulovych bodi polynomu Q, (x) (jejimi zvlastnimi piipady jsou

, jejimz definiénim oborem

nepiima imeérnost a linearni lomena funkce)
3. mocninnd: f:y=x", kde
a) neNaD(f)=R
b) neZ a D(f)=R-{0}
¢) neQ aD(f)=R"
4. exponencidlni: f:y=a",kde aeR"-{1} a D(f)=R
5. logaritmicka: f:y=log,x,kde aeR"—{1} a D(f)=R"

6. goniometrické:
a) f:y=sinx,kde D(f)=

b) f:y=cosx,kde D(f)=
¢c) f:y=tgx,kde D(f):R_{%Jrk,z;keZ}

d) f:y=cotgx,kde D(f)=R—-{kr;keZ}

-1 prox<0
7. funkce signum: f(x)= 0 prox=0,kde D(f)=R
1 prox>0

1.10.2 Limita funkce

1.10.2.1 Zakladni pojmy, zavedeni pojmu limita

Pojem limita funkce je dilezitym pojmem nejen v oblasti diferencidlniho a integralniho poctu, ale v celé
matematice viibec. Na zakladé limit je mozné presné popsat fadu pojmi a vypocitat fadu Gdaja, které by zistaly
bez pouziti limit skryty.

Pfi vySetfovani limit (a nasledné i spojitosti) funkce budeme vySetfovat vlastnosti funkce f v uritém
konkrétnim bod¢ a (a € D(f ) ). To ale neznamena jen vypocitat funkéni hodnotu v daném bodé (pokud funkéni

hodnota existuje), ale hlavné zjistovat, jak se méni funkéni hodnoty f (x) v okoli daného bodu a. (Tj. jak moc

se méni funk¢ni hodnoty, kdyZ se budeme k danému bodu blizit zleva a zprava.)
Intuitivni nahled na limity:

Je déna funkce f:y :%+2. Z obr. 18 je vidét, ze:
X+
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1. pro velka x (patfici do defini¢niho oboru) se funkéni hodnoty blizi stale vice k hodnoté 2, ale

. . , . . 1 N wis s “
nikdy ji nedosdhnou (tj. rovnice —3+ 2 =2 nema feSeni). Proto se tika, ze funk¢ni hodnoty se
X+

! + 2) =2.
x+3
2. pro cisla v okoli bodu x =-3 (nepatii do defini¢éniho oboru funkce) ale uz nedostaneme jednu
hodnotu, k niz se blizi funkéni hodnoty dané funkce. Budeme-li vySetiovat ta x v okoli bodu -3,
ktera jsou vétsi nez -3, budou funkéni hodnoty velka kladna Cisla. Podivame-li se ale na Cisla v
blizkosti bodu x =-3, ktera jsou mensi nez -3, budou funkéni hodnoty velka ¢isla, ale zaporna.
Tj. pro bod x =-3 se nepodafi nalézt jednu funkéni hodnotu: existuji tzv. dvé jednostranné limity

pro velka x ,,blizi“ k ¢islu 2, tj. pro velka x existuje limita: 1im(

xX—>00

( lim ! +2|=o00 a lim 1 +2 | =—o0), ale neexistuje limita oboustranna.
>3\ x+3 -3\ x+3

10| :
- 4
3 2 /
(N " T oL
y : 1 y i
| -sE | [
: -4
_1':._ L
[IPEPETE A AN AT A P I (T N M
—10 -5 1] 5 —F =2 0O =2 4
— T o — x>
obr. 18 obr. 19

2
-4 . . . .
ustraéni ptiklad: Je dana funkce f:y = al 5 Urcete jeji defini¢ni obor, nacrtnéte jeji graf a pokuste se ji
X—

,»prirozenym zptsobem* dodefinovat v bodech, v nichz neni definovana.

Regeni: Defini¢ni obor funkce je D(f)=R—{2}. Na defini¢nim oboru dané funkce je mozné predpis funkce /

) -4 (x=2)(x+2) o ) ) .
upravit takto: 5= 5 =x+2 a ziskdme tak funkci g:y=x+2. Funkce g, kterda vznikla
x— x—

Upravou vyrazu z funkce f, ma stejny definiéni obor jako funkce f, tj. D(g)=D(f)=R—{2}. Jeji graf je

znazornén na obr. 19. Jedinym bodem, kde neni definovana je bod 2. Kdybychom ale nevédéli, ze funkce g
vznikla upravou z funkce f, mohli bychom ji v bod¢ dva dodefinovat velice snadno: g(2) =2+4+2=4.Bod o

soufadnicich [2; 4] skutecné lezi na grafu funkce g i f, ackoliv v bod¢€ 2 neni funkce f'definovana. Mluvime tedy
o limité funkce v bodé¢ 2.

Poznamka: Limitu je treba chdpat jako jakousi ,,nahrazku*: nejde-li funkcni hodnota spocitat primo, podivam
se, jak se chovaji funkcni hodnoty v okoli , problematického bodu*, a dodefinuji ji tak, aby na grafu
,,nevycuhovala .

1.10.2.1.1 LIMITA V BODE
Nyni nasleduje nekolik definic, které jsou nezbytné pro matematické zavedeni pojmu limita.

D: OKOLi BODU a SE NAZYVA OTEVRENY INTERVAL (a -0,a+0o ) , KDE 0 JE KLADNE REALNE

¢isLo. CiSLO a SENAZYVA STRED OKOLI, CiSLO 5 POLOMER OKOLIL. ZNACISE U (a, §) .

Neékdy se téz pouziva nazev o okoli bodu a a patii do néj vSechna redlnd cisla x, kterd vyhovuji
nerovnostem a—o0 <x<a+9, tj. |x—a| <0.

D: LEVE OKOLi BODU a SE NAZYVA POLOUZAVRENY INTERVAL (a—5 ; a>, KDE O JE KLADNE
REALNE CiSLO.

Levé okoli bodu a tvofi tedy vSechna realna Cisla x, ktera vyhovuji nerovnostem a—90 <x<a.

D: PRAVE OKOLi BODU a SE NAZYVA POLOUZAVRENY INTERVAL <a; a+o ), KDE & JE KLADNE

REALNE CISLO.

Pravé okoli bodu a tvorti tedy vSechna realna Cisla x, ktera vyhovuji nerovnostem ¢ <x<a+9 .
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D: PRSTENCOVE OKOLf BODU a SE NAZYVA MNOZINA (a—d&;a)U(a;a+8), TI. MNOZINA
U(a, 5) —{a} .

Tuto mnoZinu tvoii vSechna realna ¢isla x, ktera vyhovuji nerovnostem a -6 <x<a nebo a<x<a+9,
tj. O<|x—a|<5.

D: FUNKCE f MA V BODE a LIMITU L, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU OKOL{ BODU L
EXISTUJE PRSTENCOVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO PRSTENCOVEHO
OKOLI BODU a NALEZi HODNOTY f (x) ZVOLENEMU OKOLI BODU L. TUTO SKUTECNOST

ZAPISUIEME VYRAZEM lim f (x)=L .
xX—a

S vyuzitim matematické symboliky je mozné definici prepsat: Funkce f ma v bod€ a limitu L, prave tehdy
kdyz Ve>036>0: Ver(a5 |f L|<.9.

Poznamka: Zapis lim f (x) =L se cte: , limita funkce f (x) pro x blizici se k a je rovna L*.

Obsah praveé uvedené definice je mozné vysvétlit nasledujicim zptisobem. Pokud se podafi uzavtit kolem
bodu L takovy interval (pés), Ze pro kazdou jeho §itku se funkéni hodnoty v okoli bodu a na ose x ,,vejdou* do
tohoto pasu, pak ma dana funkce v bod¢€ a limitu L. Cilem neni najit pas Siroky - naopak. Snahou je pokusit se
najit pas co mozna nejuzsi, aby bylo hledani intervalu na ose x namahavéjsi. Je-li mozné najit libovolné maly
pas kolem bodu L (jeho siiku urcuje Cislo ¢ ), k némuz lze najit na ose x interval kolem bodu a (Sitku toho
intervalu urcuje ¢islo ), pak dand funkce ma limitu L v bod¢ a. Pokud neni mozné obecné takovy pas najit,
funkce v daném bod¢ limitu nema.

Jako ptiklad funkce, ktera ma v bod¢ a limitu L, je mozné uvést funkci na obr. 20. Pro jakkoliv Siroky pas
v okoli bodu L (pro vSechna kladna &) jsme schopni najit interval na ose x (existuje kladné ¢islo &) takovy, ze

funkéni hodnoty vsech bodi z okoli bodu a (vSechna x z mnoZiny (a—&;a+38)—{a}) lezi v pfedem daném

pasu kolem bodu L (v intervalu (L—¢&; L+¢)).

Na obr. 21 je ptiklad funkce, kterd v bodé a limitu nema.

rFs

¥ ¥
L+=
L+a2 .
1L
L_El
L_Ez ]'_,,+g2
. S
f L+ElL .......................... __-‘ﬂ"_'-'-#
L_El r
L_Ez /
0 a x' 0 a x'
obr. 20 obr. 21

Zakladni vlastnosti limity funkce:
1. Funkce fma v bod¢ a nejvyse jednu limitu.

2. VxeU(a, 5)—{a}:f(x):g(x)/\glgg(x):L:>H’1Yi_r)1a1f(x):’lvi_r)1{}f(x):£i_r}3g(x):L

(Rovnaji-li se dvé funkce v prstencovém okoli bodu a, v némz ma navic jedna z funkei limitu, ma
limitu i druha funkce a obé¢ limity se rovnaji.)

3. Jestlize pro vSechna x z mnoziny U(a,d)-{a} plati f(x)<g(x)<h(x) a soutasnd
lim f(x) =limA(x) =L, potom existuje také limita funkce g v bod¢ a a plati limg(x)=L (véta
o dvou policajtech - funkce f'a & ,,sviraji* funkci g jako dva policajti).

4. hm[f )]:lxlilgf(x)+lx1£rjg(x)

xX—a

5. lim[ f(x)~g(x)]=1lim f(x)~limg(x)
6. lim[ f(x).g(x)]=lim f(x).limg(x)
f(x) hmf x)
7. lim e , za predpokladu, Ze limg(x)#0
xX—a (x) llmg xX—a

x—a
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. sinx . X
8. lim =lim——=1
x—0 X x>0 Sin x

. sinx .
Vztah lim—— = lim—
x>0 X x>0 SIn x

funkce g:y=x: pro dostatecné mala x (v okoli nuly) nabyvaji obé funkce ,,skoro stejnych hodnot*.

=1 lze ,,vyvodit” z geometrické interpretace, tj. z grafu funkce f:y=sinx a

1.10.2.1.2 JEDNOSTRANNA LIMITA

[+

Uvazme grafy nasledujicich funkei: f:y= X , giy= |sgnx , h:y="—, k:y=sgnx. UrCime-li jejich
X X

defini¢ni obory (D(f)=D(h)=R-{0},D(g)=D(k)=R) a nacrtneme-li grafy danych funkci (viz obr. 22 -
obr. 25), miizeme hovofit o limitach v ,kritickém* bodé 0: ling f(x)= lin(} g(x)=1, zatimco lingh(x) a
ljrr(}k(x) neexistuji. Nicméné z obrazkl je vidét, ze i funkce /& a k se v bodé 0 ,,blizi* k n€jaké hodnoté, ale

zélezi na tom, odkud ,,k nule pijjdeme - jestli z leva nebo zprava“.

2 l 21 L 2
1 f 1 g 1
T ol T ol T o +
] | ] ] ]
| -1} | -1} [ -1 |
-z -z} -2
1 L L L L L L L L Il L L 1 L L L L L L L L L
-2 -1 o 1 2 —-= -1 [1] 1 2 -2 -1 o 1 2
— M — — ¥ — — M —x
obr. 22 obr. 23 obr. 24

Na zéklad¢ toho je potom mozné mluvit o jednostranné limite:
1. funkce 4 (resp. k) maji v bod¢€ nule zleva jednostrannou limitu, ktera je rovna -1
2. funkce 4 (resp. k) maji v bod¢€ nule zprava jednostrannou limitu, ktera je rovna 1

D: FUNKCE f MA V BODE a LIMITU L ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU OKOL{ BODU
L EXISTUJE LEVE OKOL{ BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO LEVEHO OKOLf BODU a
NALEZI HODNOTY f (x) ZVOLENEMU OKOLi BODU L. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME

VYRAZEM lim f'(x)=L.

x—a

S vyuzitim matematické symboliky je mozné pravé uvedenou definici piepsat ve tvaru:
limf(x)zL@Va>0§|5>O:Vxe(a—(5,a):>|f(x)—L|<8.

x—a

D: FUNKCE f MA VBODE a LIMITU L ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU OKOL{ BODU
L EXISTUJE PRAVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO PRAVEHO OKOLI BODU a
NALEZI HODNOTY f (x) ZVOLENEMU OKOLi BODU L. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME

VYRAZEM lim f(x)=L.

S vyuzitim matematické symboliky je mozné pravé uvedenou definici piepsat ve tvaru:
lim f(x)=L < Ve>036>0:Vxe(a,a+8)=|f(x)-L|<e.

x—a*

Na zéklad¢ pravé uvedenych definic je mozné urcit podminku pro existenci limity funkce v zadaném
bodé: Limita funkce /v bod¢ a existuje prave tehdy, kdyz existuji v bod€ a limity zprava a zleva a jsou si rovny.
Potom se limita funkce /v bod¢ a rovna spole¢né hodnot¢ limit zleva a zprava.

1.10.2.1.3 NEVLASTNI LIMITY FUNKCE V BODE

Az dosud bylo vysledkem pogitani limity vzdy realné &islo, tj. islo z intervalu (—o0; 00). Jsou ale funkce,

které dosahuji v absolutni hodnoté velkych funkénich hodnot a tim padem se limity v danych bodech budou
blizit nekonecnu (plus nebo minus). Takovym se fika nevlastni limity.

D: FUNKCE f MA V BODE ¢ NEVLASTNI LIMITU o, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU CISLU
K EXISTUJE PRSTENCOVE OKOLi BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO PRSTENCOVEHO
OKOLIiBODU a JE f (x) > K . TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f(x) =0,

x—a

Struény zapis definice: lim ' (x) =0 < VK e R35>0:VxeU(a,d)—-{a} = f(x)>K.

x—a

Piiklad: funkce f:y = ;2 v bodé 3, funkce f:y = 1

— vbodé-5, ...
x-3 (x+5)
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D: FUNKCE f MA V BODE ¢ NEVLASTNI LIMITU —o© , JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU CiSLU
K EXISTUJE PRSTENCOVE OKOL{ BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO PRSTENCOVEHO
OKOLIBODU @ JE f(x)< K . TUTO SKUTECNOST ZAPISUIEME VYRAZEM lim f(x)=—o0 .

xX—a

Struény zapis definice: lim /' (x)=—0 < VK eR35>0:VxeU(a,8)-{a} = f(x)<K.

xX—a

1
Priklad: funkce f:y=—ﬁ v bodé -1, funkce f:y=— vbodéO0, funkce f:y =1n|x| v bode 0, ...
x+1 X

D: FUNKCE f MA VBODE ¢ NEVLASTNI LIMITU o0 ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE ZVOLENEMU
CiSLU K EXISTUJE LEVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA X Z TOHOTO LEVEHO OKOLI{
BODU a JE f (x) > K . TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f (x) =0,

x—a

Struény zapis definice: lim f(x)=0 < VK eR35>0:Vxe(a-5,a)= f(x)>K.

x—a

Ptiklad: funkce f:y=— ! 7Y bodé -4, funkce f:y=—log(—x) vbod& 0, funkce f:y=tgx vbod& %,
X+

D: FUNKCE f MA V BODE @ NEVLASTNi LIMITU oo ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE PRAVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
PRAVEHO OKOLi BODU a JE f (x)>K . TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM

lim £ (x)=o0.

x—a*

Struény zépis definice: lim f(x)=0 < VK eR3I5>0:Vxe(a,a+5)= f(x)>K.

x—a*

Piiklad: funkce f:y= v bodg -4, funkce f:y=—log(x—2) v bodg 2, funkce f:y=cotgx v bodg 0,

X+

D: FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNi LIMITU —oo ZLEVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CISLU K EXISTUJE LEVE OKOLI BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
LEVEHO OKOLI BODU a JE f (x)<K . TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM

lim f (x) = 0.

x—a

Struény zépis definice: lim f(x)=—-0 < VK eR35>0:Vxe(a-5,a)= f(x)<K.

x—a

Piiklad: funkce f:y= ! 7Y bod¢ -4, funkce f:y=log(—x+1) v bod¢ 1, funkce f:y=cotgx v bods 7,
X+

D: FUNKCE f MA V BODE a NEVLASTNi LIMITU —oo ZPRAVA, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU CISLU K EXISTUJE PRAVE OKOL{ BODU a TAK, ZE PRO VSECHNA x Z TOHOTO
PRAVEHO OKOLI BODU a IJE f (x)< K. TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM

lim f(x)=o0.

x—a*

Struény zépis definice: lim f(x)=—0< VK eR35>0:Vxe(a,a+5)= f(x)<K.

x—a*

Piiklad: funkce f:y=— v bod¢ -4, funkce f:y =log(x+3) v bodé& 3, funkce f:y=tgx vbodé =7,

N | W

X+

1.10.2.1.4 LIMITA FUNKCE V NEVLASTNIiM BODE

Zatim jsme definovali vlastni i nevlastni limity v libovolném bodé a z intervalu (—oo; oo). Je mozné ale
vySetfovat funkéni hodnoty funkce v krajich bodech uvedeného intervalu (—oo; ), tj. je moZné vySetfovat i

limity v bodech o a —oo . Takovym limitdm fikdme limita v nevlastnim bodé. Limita v nevlastnim bod¢ mize
byt vlastni i nevlastni.
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D: FUNKCE f MA V NEVLASTNIM BODE oo VLASTNi LIMITU L, JESTLIZE K LIBOVOLNE

ZVOLENEMU KLADNEMU CISLU & EXISTUJE TAKOVY BOD X, , ZE PRO VSECHNA x > X, PATR{
FUNKCN HODNOTY f(x) DO INTERVALU (L—é&; L+¢). TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME

VYRAZEM lim f'(x)=L.

Strugny zapis definice: lim f(x) =L < V& >03x, : Vx> x, = |f(x)-L| <.

Piiklad: funkce f:y:l: lim f'(x)=0, funkce f:y=2""+3: limf(x)=3, ...
x X—>0 X0

D: FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BODE —oo VLASTNi LIMITU L, JESTLIZE K LIBOVOLNE
ZVOLENEMU KLADNEMU CISLU & EXISTUJE TAKOVY BOD X, , ZE PRO VSECHNA x <X, PATR{
FUNKCNf HODNOTY f(x) DO INTERVALU (L—é&; L+¢). TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME

VYRAZEM lim f(x)=L.

X—>—00

Struény zapis definice: lim f(x)=L < Ve >03x,:Vx<x, = |f(x)-L|<¢.

Priklad: funkce f:y=2"-1: lim f(x)=1, funkce f:y:—%: lim f(x)=0, ...
X—>—0 X

xX—>—0

D: FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BODE o NEVLASTNi LIMITU oo, JESTLIZE K LIBOVOLNE

ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD X, , ZE PRO VSECHNA x >Xx, PLATI f(x)>K.

TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f(x) =0 .
X—>00

Struény zépis definice: lim f(x) =00 < VK e R 3x, : Vx> x, = f(x)> K .

X—>0

Priklad: funkce f:y=Inx: lim f(x) =00, funkce f:y=3x+1: lim f(x)=o0, ...

D: FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BODE o0 NEVLASTNi LIMITU —oo, JESTLIZE K LIBOVOLNE

ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD X, , ZE PRO VSECHNA x >Xx, PLATI f(x)<K.

TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f(x)=—o0.

X—0

Struény zapis definice: lim f(x)=—o00 << VK e R3x,: Vx> x, = f(x)<K.

Priklad: funkce f:y=x’: lim f(x)=—o, funkce f:y=-2x+3: lim f(x)=—0, ...

D: FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BODE —co NEVLASTNI LIMITU oo, JESTLIZE K LIBOVOLNE

ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD X, , ZE PRO VSECHNA x <X, PLATI f(x)>K.

TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f (x) =00,

X—>—00

Struény zapis definice: lim f(x)=o00 < VK e R3x,:Vx<x, = f(x)>K.

X—>—00

Piiklad: funkce f:y=x": lim f(x)=co, funkce f:y=—x": lim f(x)=o0, ...

xX—>—0

D: FUNKCE f MA V NEVLASTNiM BODE —co NEVLASTNi LIMITU —oo , JESTLIZE K LIBOVOLNE

ZVOLENEMU CiSLU K EXISTUJE TAKOVY BOD X, , ZE PRO VSECHNA x <X, PLATI f(x)<K.

TUTO SKUTECNOST ZAPISUJEME VYRAZEM lim f (x) =—00.
X—>—00

Struény zapis definice: lim f(x)=-0 < VK e R3x, :Vx<x, = f(x)<K.

X—>—00

Piiklad: funkce f:y=—x: lim f(x)=—, funkce f:y=x+5: lim f(x)=—0, ...

Pii vypoctu limit se mizeme Casto setkat s tzv. neurcitymi vyrazy. Jedna se o vypocet limity néjaké
funkce a nazev ,,neurCity vyraz* zde neni zcela pfesné na misté, protoze limita je definovana pfesné a neni na ni
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nic neurcitého. Nazev je ale natolik vzity, Ze nema smysl ho ménit. Neurcité vyrazy, tedy vyrazy, které se nedaji

TR A . , , . 0 o
fesit ptimo, ale musi néjak ,,obejit™ (fintou, tpravou vyrazu, ...) jsou tyto: e 0.00, 0—00, 17, 0’ 0°.
e 0]

Vlastnosti limit — napf. pocitani s limitami (limita souctu, rozdilu, ...), které byly uvedeny pro vlastni
limity ve vlastnich bodech v odstavei 1.10.2.1.1, plati i pro nevlastni limity v nevlastnich bodech, pouze s
vyjimkou neurcitych vyrazi.
1.10.2.2 Dalezité limity

Jedna se o limity, které se pti vypoctech casto vyskytuji (i kdyz v riznych obménach a podobach) a které
je mozné intuitivng ,,odvodit” ze spravné nakresleného grafu dané funkce (resp. danych funkci).

.1 .1 N .1 .1 o
lim — = —© lim —=o0 lim —=lim—=0 lim—=0; neN lim — neexistuje
x=0" x x>0" x X0y X0 x x> x" x>0 x

pro a €(0;1)
lim a* = lima* =0 lim log, x = o limlog, x = —o©
x—>—0 X0 x—>0" X0
pro a e(1; o)
lima* =0 lima* =00 lim log, x = —o limlog, x = ©
xX—>—00 x—® x—>0" x>0
lim sin x neexistuje lim sin x neexistuje lim cos x neexistuje lim cos x neexistuje
X—>0 X—>—0 X0 X—>—00
lim tgx =00 lim tgx =—o0 lim cotgx = —o0 lim cotgx =0
z z* x—0" x—0°
x> x>
2 2

. sinx . tgx et -1 o In(x+1
lim——=1 lll‘ng—ZI lim =1 hmgzl
x>0 x x>0 x =0 x x>0 X

Pfi vypoctu limit je vzdy doporuceno postupovat dle nasledujiciho postupu:

1. limita ve vlastnim bodé¢ - vede-li po dosazeni prislusného a k neuréitému vyrazu, je nutné pomoci
algebraickych Uprav vyraz v Citateli i ve jmenovateli vyjadfit jako soucin né€kolika ¢initelli, z nichz
jeden je ,ten, ktery zlobi®, tj. Cinitel, ktery po dosazeni pfislusného a dava nulu. Kracenim zlomku
timto Cinitelem, se zbavime neurcitého vyrazu. Skutecnost, ze kratit jde, nas nemusi piekvapovat.
V definici limit se vZdy objevuje prstencové okoli pfislusného bodu a, tj. jsme ,,straslivé blizko
bodu a, ale nikdy ne piimo v ném.“ Pozor! I limita ve vlastnim bod€ mtize byt nevlastni, tj. mize
vyjit oo nebo —oo.

2. limita v nevlastnim bod€ - neobsahuje-li zadani ptikladu zlomek, je mozné piimo ,,dosadit™ (v
tomto piipadé neni mozné dosazovat piimo znak pro nekonecno, ale je mozné dosazovat pouze
v hlavé ,strasné velka cisla®). Je-li zadani ve formé zlomku, pak se doporucuje v Citateli i
jmenovateli vytknout nejvys$i mocninu neznamé (v Citateli a jmenovateli neni nutné vytykat tutéz
mocninu). Po vytknuti je mozné (co jde) kratit (opét je tfeba si uvédomit, ze nikdy nejsme piimo
v bod¢, v némz limitu pocitaime) a poté jiz opét dosadit ,,strasné velké ¢islo* a dopocitat limitu.

) (x2 +x—6)(x4 —16)
Ptiklad: Vypoctéte £1£13 (xz e 4)<x2 _9) .

Regeni: Postupnymi algebraickymi Gipravami upravime zadanou limitu do tvaru, kdy je mozné dosadit:

(x2+x—6)(x4—16) ) (x—2)(x+3)(x2—4)(x2+4) (x—2)(x+3)(x—2)(x+2)(x2+4)

lim =1lim > =1lim > =

¥2 <x2—4x+4)(x2—9) 12 (x=2) (x=3)(x+3) ¥2 (x=2) (x=3)(x+3)
C(x2)(F+4) (2+2)(2°+4) 43

MRy T ey a7

. X +2x°—4x-6
Priklad: Vypoctéte lim %
— x>0 x4 5x° +4

Reseni: Pfesné podle vyse uvedeného navodu:

3 ) x’ l+g—iz—é 1+g_i_§
. X +2x"—4x-6 . X x X . x XX x 1+0-0-0
lim . > = lim = lim == =
oo x4 Syt 4 4 o, 5 4 P 5 4 lim x.(1+0+0)
X 1+T+7 X 1+72+74 X—>—0
X X X x
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Z tohoto ptikladu je vidét, ze u vypoctu limity podilu dvou polynomt v nevlastnim bodé zavisi pouze na stupni
polynomu v Citateli a jmenovateli.

1.10.2.3 UZiti limity funkce

1.10.2.3.1 ASYMPTOTY GRAFU FUNKCE

Pojem asymptota byl uveden pfi probirani uciva o hyperbole, jakozto zvlastni pfipad piimky, ktera nema
s hyperbolou spoleény zadny bod. S asymptotami se ale setkavame v matematice nejen u hyperbol (coz obecné
nemusi byt funkce), ale i u funkci: linearné lomena (rovnoosa hyperbola), exponencialni, logaritmicka, funkce
tangens a kotangens, ... Pozdéji uvidime, Ze znalost asymptoty funkce je velmi diilezita pro spravné sestrojeni
grafu funkce: vlastnosti funkce v nevlastnich bodech a v okoli bodti, v nichz funkce neni definovand, velmi tizce
souvisi s asymptotami funkce. Jsou pochopitelné i funkce, které asymptoty nemaji (sinus, kosinus, kvadraticka
funkee, ...).

Existuji dva druhy asymptot:

1. asymptoty se smérnici - jsou pfimky, které maji rovnici y=ax+b (aeR- {0} , beR); jedna se

o asymptoty funkce v nevlastnich bodech
2. asymptoty bez smérnice - jsou piimky ve tvaru x =c¢ (c € R); jde o asymptoty funkce v takovych
bodech ¢, v nichZ neni funkce definovana

1.10.2.3.1.1ASYMPTOTY SE SMERNICI

lustra¢ni ptiklad: V analytické geometrii kvadratickych utvard v 10 F
roviné byla probrana hyperbola. Uvazme nyni hyperbolu -
2 2 "
X 5|
T—i}—6 =1. Jedna se hyperbolu, ktera ma stfed v pocatku soustavy 1
soutfadnic a jejiz hlavni osa je totoZzna s osou y (viz obr. 26). Na | u 0 3
zéklad¢ znalosti z analytické geometrie vime, Ze tato hyperbola ma | s 5
4 C
dvé asymptoty: y:iax:in. Jde tedy o priklad asymptot se -
=10

smérnici, piestoZe UVEDENA HYPERBOLA NENi FUNKCE. -i0 -5 1] 5

—_— O —
obr. 26

D: PRIMKA y=ax+b SE NAZYVA ASYMPTOTA SE SMERNICI GRAFU FUNKCE f, JESTLIZE
lim[ f(x)—(ax+b)]=0 NEBO lim [ f(x)—(ax+b)]=0.

x—>m0

Poznamka: Definice plne odpovida intuitivni predstave, ze asymptota je primka, ktera nema s grafem funkce
spolecny zZadny bod, pouze se ke grafu ,, primykava a dotkne se ho az v nekonecnu .

Vypocet koeficientl a a b, které urcuji piislusnou asymptotu, je mozné provést na zakladé definice
asymptoty a Gpravou defini¢niho vztahu 122 [f(x) —(ax+ b)] =0. Pokud totiz plati 122 [f(x) —(ax+ b)] =0,

f(x)—(ax+b)

tim  spiSe bude platit lim =0. Tento wvztah je mozné dale upravit:
X—>0 x
—(ax+b
O:IimM:lim[M—a—éJ:limM—a—O ~ amtim? ) Podobnym zpiisobem je
X0 x X0 x x X0 x X0 x

mozné nyni odvodit ze vtahu lim |: f(x)—(ax+ b)] =0 vztah pro vypocet koeficientu b: b = lim ( f(x)- ax) .

x—w

Analogicky se odvodi pfislusné vztahy z druhého definicniho vztahu asymptoty, tj. ze vztahu
lim [f(x)—(ax+b)} =0.
Pfimka o rovnici y =ax+b je asymptotou se smérnici grafu funkce £, pravé kdyz existuji limity:

LED bt (1)) " o= tim P b= i (7))

X—>—00 X X—>—0

a=1lim

xX—>0

Poznamka: Asymptota neni obecné primka, ktera se pouze ,, priblizuje* ke grafu funkce, ale nikde ji neprotne.
Asymptota miize graf funkce protnout ve vlastnim bodé - pro asymptotu je diilezité, jak ,,se chova* v nevlastnich
bodech.

1.10.2.3.1.2ASYMPTOTY BEZ SMERNICE

Asymptoty bez smérnice jsou pfimky rovnobézné s osou y a nemohou nikdy protnout graf funkce (na
rozdil od asymptot se smérnici - viz poznamka na konci odstavce 1.10.2.3.1.1). V tom pfipadé by totiz
uvazovany graf nebyl grafem funkce.
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D: NECHT JE FUNKCE f DEFINOVANA V PRSTENCOVEM OKOL{ BODU c¢ (TJ. V MNOZINE
U(c,8)—{c}). PRIMKA O ROVNICI x=c¢ SE NAZYVA ASYMPTOTA BEZ SMERNICE GRAFU

FUNKCE f , PRAVE KDYZ MA FUNKCE f V BODE ¢ ASPON JEDNU JEDNOSTRANNOU NEVLASTNI
LIMITU.

Ve shod¢ s definici hleddme asymptoty bez smérnice u funkci, u kterych existuji body, v nichz neni dana
funkce definovana. V jinych bodech asymptota bez smérnice neexistuje. Proto staci vySetfovat jednostranné
limity pouze v bodech, v nichz neni dana funkce definovana.

1.10.2.3.2 TECNA GRAFU FUNKCE

V analytické geometrii byla probrana kruznice a jeji vzajemna poloha s pfimkou. Jednou z moznych
poloh piimky a kruznice byla tecna ke kruznici, kterd byla definovana jako pfimka, kterd ma s kruznici spolecny
praveé jeden bod (bod dotyku 7) a ktera je kolma na spojnici stfedu a tohoto dotykového bodu T. Prochazi-li
pfimka dvéma rtiznymi body 7, 4 kruZnice, jedna se o se¢nu. Cim blize zvolime bod 4 bodu T, tim méné se lisi
poloha seény T4 od teény ¢ kruznice v bodé T. Rikame, Ze teéna ¢ je mezni (limitni) polohou seény T4, blizi-li se
bod 4 po kruznici k bodu T (viz obr. 27).

Pii hledani teény v daném bodé funkce f bude postup stejny s tim, Ze
vyuzijeme znalost limit pro nalezeni mezniho pfipadu secny grafu funkce, tj.
nalezeni teCny.

Pokud chceme napsat rovnici teCny ¢ ve tvaru y=kx+q v bodé

T=[x:;y,] funkce f, zvolime na grafu funkce f je§t€¢ jeden bod
A=[x,+Ax; y, +Ay] (viz obr. 28). Body 4 a T je ur¢ena piimka p, ktera je

secnou grafu funkce f. Chceme-li napsat tecnu grafu funkce v bod¢ T, staci si
uvédomit tuto skuteénost: pro zmensujici se pfirtstek x-ové soufadnice Ax (tj.
pro ptipad Ax — 0) se blizi bod 4 bodu 7T a tudiz se secna p blizi tecné ¢.

obr. 27

Pii vykladu smérnice pfimky (analytickd geometrie linearnich utvar v roving), jsme zjistili, Ze smérnici
piimky lze vypocitat na zdklad¢ nasledujici ivahy: Necht' dva rizné body A4 = [x 45y A] a B= [x By B] lezi na
ptimce p, jejiz rovnice ma smérnicovy tvar y=/kx+g¢q (viz obr. 29). Pro soufadnice uvedenych bodu plati:

vy=kx,+q a yz =kxp +q . Dostavame tedy soustavu dvou rovnic pro neznamou k a g. Pro k dostavame:

- A P L s , , o o . o
g=28"Ya _ _y’ tedy smérnici £ jsme vyjadfili pomoci rozdilu soufadnic dvou bodi, které na dané piimce

Xp =Xy
lezi.
}I'.ll. }rdh E P
" A B
! ¥
1] i A Y
e
'} | E— T
] Q 4

obr. 29
obr. 28

Analogicky je mozné postupovat v piipad€, ze chceme nalézt smérnici tecny grafu funkce na obr. 28.

Smérnici £, te¢ny ¢ tedy miizeme urcit jako limitni pfipad smérnice k, se¢ny (pfimka p): k, = lim k, . Pfitom na
- Ax—0 °

zakladé pravé pripomenuté znalosti o smérnici piimky je mozné smérnici £k, psat ve tvaru

+Ay - A . . A
k, =207 "% _ DV Takze mizeme psat: k, = lim k, = lim 2
; X, + AX—XO Ax—0 A0 Ax

Pfeznadime-li soufadnice bodli T a 4 z obr. 28 timto zptsobem: T :[xo; f (xo)] a A :[x; f (x)} , je

mozné psat posledni uvedenou limitu ve tvaru: &, = lim &y = lim f(x h Ax) _ f(xo) = lim f(x) -/ (xo ) .
A0 Ax M0 Ax XXy X=X,
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Nyni je uz mozné napsat rovnici tecny v bod¢ T = [xo; yo], nebot’ mame k dispozici jeji smérnici &, a
vime, Ze na této tecné lezi kromé bodu T jesté libovolny bod X = [x; y] , jehoZ soufadnice musi spliiovat vztah

kt:y_yo

. Z toho vyplyvé rovnice tedny 2 y—y, =k, (x—x,) = y=k (x=x,)+,.
X=X,

Je-li  kiivka grafem funkce y=/(x) a existyje-li v bod® x, vlastni limita
Ay o S A) - f () L S(6) =S (%)

k, = lim — = lim = lim
A0 Ay M0 Ax XX, X=X,

, pak te¢na kiivky v bod¢ T =[x,;y,]| je piimka
dana rovnici y—y, =k, (x—x,).

1.10.3 Spojitost funkce

Mezi vSemi funkcemi, s nimiz se postupné seznamujeme, maji velky vyznam funkce spojité. Zhruba
feceno, spojita funkce je funkce, jejiz graf lze nakreslit jednim tahem (graf neni nikde pietrzen). Toto intuitivni
tvrzeni se ale opira o geometrickou predstavu, kterd ne u vSech funkeci je pristupna. Proto je tieba tento intuitivni
nahled zpfesnit tak, jak se o to snazili matematikové béhem historického vyvoje.

1.10.3.1 Spojitost v bodé a v intervalu

D: FUNKCE f SE NAZYVA SPOJITA V_BODE a, JESTLIZE JSOU SOUCASNE SPLNENY TYTO

PODMINKY:
1. FUNKCE f JEBODE a DEFINOVANA

2. EXISTUJE VLASTNI LIMITA lim f(x)
X—a

3. FUNKCNI HODNOTA V BODE a JE ROVNA VLASTNI LIMITE V TOMTO BODE, TI.

f(a)=tim £ (x)

Poznamka: Bod 2 v uvedené definici mluvi o existenci limity, tedy v daném bodé musi existovat oboustrannd
limita.

D: FUNKCE f SE NAZYVA SPOJITA ZPRAVA (RESP. ZLEVA) V BODE «, JESTLIZE JSOU SOUCASNE

SPLNENY TYTO PODMINKY:
1. FUNKCE f JEBODE a DEFINOVANA

2. EXISTUJE VLASTNI JEDNOSTRANNA LIMITA lim f(x) (RESP. lim f'(x))
X—a xX—a
3. FUNKCNI HODNOTA V BODE a JE ROVNA VLASTNI JEDNOSTRANNE LIMITE V TOMTO BODE, TJ.
a)=lim f(x) (RESP. a)=lim f(x
f (@)= lim f(x) (Resp. f(a)=lim £(x))

D: FUNKCE f JE SPOJITA V OTEVRENEM INTERVALU (a; b), JE-LI SPOJITA V KAZDEM BODE
TOHOTO INTERVALU.
D: FUNKCE f JE SPOJITA V UZAVRENEM INTERVALU <a; b), JE-LI SPOJITA V OTEVRENEM

INTERVALU (a; b) A VBODE a JE SPOJITA ZPRAVA A V BODE b JE SPOJITA ZLEVA.

Na obr. 30 je znazornén graf funkce f :y =sgnx , kterd ukazuje ptiklad funkce, kterd neni spojita v bode
0. Funkce g:y=+/x+4 (viz obr. 31) m4 defini¢ni obor D(g)=(-4;) s je tedy spojitd ve vSech bodech
oteviené¢ho intervalu (—4; oo) . 'V bodé¢ -4 je spojita pouze zprava, nebot’ v levém okoli bodu -4 neni funkce g
definovéna. Analogicka je situace u funkce h:y=+—x+4 , jejiz definiéni obor je D(h)=(-0;4) (viz obr.

32). Tato funkce je spojita ve viech bodech otevieného intervalu (—oo; 4) a v bod¢ 4 je spojita jen zleva.

ql 10| 10
2| 5— 5—
- ii i L] F T —— |
T ol T oF el T ok i
o | I u Y
| = | -sE | -S|
-al -0k -1l
RN
-1i0 -5 O 5 —10 -5 O 5 -0 -3 O 5
—_— X — — 3 —» — 3 —
obr. 30 obr. 31 obr. 32
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Funkce, které nejsou spojité, nemaji ale body nespojitosti vzdy
»stejného druhu®. Existuji funkce, které nejsou v urCitém bod¢ spojité
(protoze v daném bod¢ napi. nejsou definovany), ale které je mozné
dodefinovat tak, aby spojité byly. Pfikladem takové funkce je napt. funkce

2
fiy= );-l—_ll , jejiz defini¢ni obor je D(f)=R-{-1}. Na tomto
definicnim oboru je mozné ale piedpis funkce f upravit:

=1 (x=1)(x+1)
fiy= =

x+1 x+1
stejny definiéni obor jako funkce £, ale je mozné ji v ,kritickém* bodg -1 obr. 33
dodefinovat: g(-1)=-1-1=-2 a ziskat tak funkci spojitou (viz obr. 33).

=x—1. Ziskana funkce g:y=x-1 ma sice

Na rozdil od toho napf. funkci 4:y =sgnx nelze z&dnym zplsobem dodefinovat tak, aby byla spojita
(viz obr. 30).
V: Vsechny elementarni funkce jsou spojité ve svych defini¢nich oborech.

1.10.3.2 Spojité funkce na uzavicenych intervalech

Weierstrassova véta: Je-li funkce spojitd v uzavieném intervalu <a; b> , existuje alespon jeden takovy bod
x e(a;b), ze Vxe(a;b): f(x)<f(x), a alespon jeden takovy bod x,e(a;b), ze
Vxe(a;b): f(x)= f(x,).

Poznamka: Uvedenou vétu Ize formulovat také tak, zZe funkce spojita v uzavieném intervalu <a; b> nabyva v

tomto intervalu alespon v jednom bodé maxima a alespon v jednom bodé minima.

V: Funkce spojita v uzavieném intervalu <a; b> je v tomto intervalu omezena.

Piiklad: funkce f:y =cosx v intervalu <—%7r; %ﬂ'>, funkce g:y=x" vintervalu (-3;2), ...

Bolzanova - Weierstrassova véta: Je-li funkce f spojitd v uzavieném intervalu (a;b) a f(a)# f(b), potom

ke kazdému &islu K, které lezi mezi Cisly f(a) a f(b), existuje alespon jeden takovy bod ce(a;b), ze
f (c) =K.
Poznamka: Uvedené veté se nekdy téz rika veta o nabyvani mezihodnot, protoze funkce f nabyva vsech hodnot
mezi f(a) a f(b) . Pozor!!! Plati pouze pro spojité funkce.

Pro praktické pouziti je ale dulezity dasledek pravé uvedené véty, na zakladé né¢hoz je mozné tesit fadu
problémti z oblasti rovnic a nerovnic.

Diisledek BW véty: Je-li funkce / spojitd v uzavieném intervalu (a;b) a maji-li &isla f(a) a f(b) rizna

znaménka (tj. f(a).f(b)<0), potom existuje alespoi jeden takovy bod ¢ €(a; b), pro ktery plati f(c)=0.

Véta hovoii o existenci ,,alespont jednoho® bodu, ktery ma pozadované vlastnosti. To znamena, Ze tento
bod mtze byt jeden (viz obr. 34) nebo vice (viz obr. 35). Z obrazkt (i z uvedené véty) je patrné, ze funkce f
meéni v okoli bodu ¢ znaménko, ¢ehoz se vyuziva pfi piiblizném fesSeni rovnic a nerovnic.

e Fs

¥ ¥

obr. 34 obr. 35

1.10.4 Derivace funkce

vvvvvv

derivace funkce je mozné vySetfovat nejen prubéh funkci v matematice, ale i fesit fadu piikladd z technické
praxe. Derivace totiz umoziuje popsat pribéh veli€in, které se méni v zavislosti na ostatnich veli¢inach (napft.
urazend draha v zavislosti na ¢ase - viz odstavec 1.10.4.1).
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1.10.4.1 Fyzikalni vyznam derivace

V odstavci 1.10.2.3.2 jsme v souvislosti s uréenim rovnice te¢ny grafu funkce v jejim bodé T = [xo; yo]

vySetfovali limitu lim Ly = lim f(x i Ax) _f(xo) = lim f(x) -/ (xo) .

Ax—0 Ax Ax—0 Ax X=X X — xo

Tato limita méa geometrickou

interpretaci: udava smeérnici teCny grafu funkce v jejim bodé 7 = [xo; yo] .

S uvedenou limitou je mozné se setkat nejen v matematice, ale i ve fyzice. Uvazujme pohyb hmotného
bodu, u kterého budeme méfit Cas ¢ jeho pohybu a zaroven sledovat zavislost s (t) urazené drahy od okamziku
t =05 . Graf zavislosti urazené drahy na Case je zobrazena na obr. 36. Za Cas At =¢—t, urazil hmotny bod
dréhu délky As =s(t)—s(t,) . Na zaklad¢ téchto udajii je mozné ur¢it primérnou rychlost v, v uvazovaném
. L. As  s(t, +At)—s(¢? s(t)—=s(t
Gasovém intervalu (f,; 1, +Ar): v, = —= (ta +41)=5(t) = (0)=s(s)

At At t—t,

e vy

. Primérna rychlost bude vypovidat o

. A . sty +Ar)—s(¢ . s(t)—s(¢
rychlost v v ¢ase ¢, definovat vztahem: v = lim 2 = lim (s )=s() =lim (1)=s(x) .
M0 Af A0 At 1= t—t,

Ve shodé s odstavecem 1.10.2.3.2 tedy miiZzeme fici, Ze s
velikost okamzité rychlosti pohybu hmotného bodu v daném case
t, ziskame jako smérnici te¢ny, kterou bychom v piislusném bodé g gy

2
T

vedli ke grafu zavislosti urazené drahy na case.
Jak je vidét, v pravé uvedeném ptikladu jsme pracovali s A
g
limitou typu hm—y, tj. s limitou podilu ptirdstku funkce a
Ax—0 Ax

ptiristku argumentu funkce. Tato limita a postup z piikladu o
pohybu hmotného bodu maji v matematice zasadni vyznam. Proto % (t[P

oo n AV e At .
ma limita lim — své vlastni oznaceni a nazev. i i

A0 Ax 0 t =
obr. 36

1.10.4.2 Definice derivace

D: NECHT FUNKCE [ JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLf BODU x,. EXISTUJE-LI LIMITA

lim f(x0 +Ax)—f(x0)
Ax—0 Ax

, NAZYVAME JI DERIVACI FUNKCE f V BODE x, . ZNACISE f(x,).

Poznamka: V definici se nemluvi o tom, jestli musi existovat viastni nebo nevlastni limita. Dulezité je, aby limita
vithec existovala. Derivace pak miize byt viastni i nevlastni, i kdyz s nevlastni derivaci se prilis casto ve
stredoskolské matematice nesetkame.

Vzhledem k tomu, ze Ax=x—x, je mozné pro derivaci psat:
Ax)— -
£ () = tim LA () g SIS (0) _y, &
Ax—0 Ax XX X—X, Ax—0 Ax

. a .
Krom¢ symbolu f'(x,) se pro znageni derivace také pouziva symbol y'(x,) a d—y, ktery pfipomina
X

vznik derivace z podilu Ey . Ve fyzice (zejména pak ve vysokoskolské) se uplatituje jesté jeden zplsob znaceni.

V mechanice je pievazna ¢ast velicin vySetfovana v zavislosti na Case, tudiz se Casto pocita s derivaci né&jaké

funkce (polohy, rychlosti, ...) podle Casu. Proto ma tato derivace svoje zvlastni oznaceni: Z—y: y (nad
t
piislusnou funkci se déla tecka).
x, +Ax)— f(x x)—f(x
Srovname-li defini¢ni vztah derivace, tj. limitu ilm0 f( 0 A)z f( 0) = lim f( ) f( 0) , se vztahem
X —> XXy x_xo

pro smérnici teny grafu funkce v jejim bodé 7 = [xo; yo] z odstavee 1.10.2.3.2, zjistime, Ze oba vyrazy jsou
totozné. Na zaklad¢ toho je tedy mozné fici, Ze derivace funkce v bodé 7 = [xo; yo] je smérnici teény grafu
funkce v uvedeném bodg. Rovnici te¢ny grafu funkce v jejim bod& 7 =[x,; y,] je moiné na zaklade pravé

uvedeného psat ve tvaru y—y, = f'(x,).(x—x, ).
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Piiklad: Vypodtéte derivaci funkce f:y=x* vbodé x, € D(f).

Reseni: Vzhledem k tomu, Ze D( f ) =R, budeme hledat derivaci v bod¢ x, € R. Na zéklad€ definice derivace

— 2 _ 2 —
je mozné psat: f(x, )= lim /() f(xo)zlimx %o =1im(x xo)(x+x0)= = lim (x+x, ) = 2x,.
0 X=X X=X, XX X — X, X=Xy X=X, XX, 0 0

Za x, je mozné volit libovolny bod z definiéniho oboru a tim + L
dostaneme riizné hodnoty derivace. To znamena, Ze te¢ny sestrojené v
rtiznych bodech grafu funkce f:y = x’ maji riznou smérnici (viz obr.
37). 2

Podobnym zpisobem je mozné odvodit ze znalosti vypoctu
limit derivace libovolné funkce. V ramci urychleni vypocti ale existuje = x

tabulka pfedem vypocitanych derivaci elementarnich funkci (viz
odstavec 1.10.4.5). i

obr. 37

1.10.4.3 Derivace vysSich iadu

V ptikladu na konci odstavce 1.10.4.2 byla vypoctena na zakladé definice derivace funkce (Slo o funkci
fiy=x")vbodé x, D( f ) =R . Pokud ale nemame na mysli konkrétni bod, v némz derivaci vySetiujeme, je

mozné vyjadfit derivaci v libovolném bod€ xe D(f) a psat f'(x)=2x. V tomto piipad€ lze na derivaci

f'(x)=2x nahliZet jako na funkci proménné x. Bude-li mit funkce »'= f'(x) opét derivaci, znatime ji »"

d? ..
(resp. y"(x) resp. f"(x) resp. y f ) a nazyvame ji druhou derivaci funkce y = f'(x).
x

Analogicky lze zavést tieti, ¢tvrtou, patou, ... derivaci funkce. Pro praktické i¢ely (vySetfovani priab&ht
funkeci, fyzikalni a technické aplikace, ...) vSak vétSinou vysta¢ime se druhou derivaci funkce.

1.10.4.4 Vlastnosti derivace

D: FUNKCE f MA V_OTEVRENEM INTERVALU (a;b) DERIVACI, JESTLIZE MA DERIVACI V

KAZDEM BODE x € (a3 b).

Spojitost funkce souvisi s limitou funkce a derivace byla definovana pomoci limit, proto spolu souvisi
derivace funkce a spojitost funkce.

Dulezitd véta matematické analyzy fika: Ma-li funkce f v bodé x, € D(f) derivaci, je v tomto bod&
spojita.

Pozor!!! Obracena véta neplati. Tedy je-li funkce /v bod¢ x, € D( f ) spojitd, nemusi mit v bod¢ x,
derivaci. Jako pftiklad pravé uvedeného poslouzi funkce f:y= |x| Jeji defini¢ni obor je D( f ) =R a tato
funkce je ve svém defininim oboru spojitd. V bodé¢ x, =0 ale nema derivaci. Podle definice je totiz

£'(0) = lim S +A) - (%) = lim 0+44]-0 = limu. Tato limita ale neexistuje, protoze limita zleva a

Ax—0 Ax Ax—0 Ax A0 Ax
limita zprava se nerovnaji: lim — = lim —=-1 a lim — = lim —=1.
M0 Ax A0 Ax M—0" Ax A0t Ax

Neexistence derivace v daném bodé€ znamena i to, Zze v daném bod¢ neexistuje tecna.
Poznamka: Tecna je primka, ktera nahrazuje je v okoli daného bodu graf funkce (tecna je primka ,, prilepend v
daném bode ke grafu funkce®). V bodeé 0 na grafu funkce f:y= |x| je ale ,,Spicka” a tudiz tecnu neni ,,jak
prilepit”. Obecné tedy tecna (a tim padem i derivace) neexistuje v téch bodech grafu funkce f, v nichz je sice
funkce spojita, ale v graf vytvari v daném bodé ,,spicku*. A to je pripad hlavné nulovych bodii absolutnich
hodnot, které se vyskytnou v predpisu konkrétni funkce.

Proto se zavadi (analogicky jako u limit) jednostranné derivace.

D: NECHT FUNKCE [ JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLf BODU x,. EXISTUJE-LI LIMITA
X, +Ax) = f(x
Ax—0" Ax
I(x)-

, NAZYVAME JI DERIVACI FUNKCE f V BODE x, ZLEVA. ZNAC{ SE
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D: NECHT FUNKCE f JE DEFINOVANA V JISTEM OKOLi BODU x,. EXISTUJE-LI LIMITA
X, +Ax)—f(x
L S A0 ()
Ax—0" Ax
ﬁ,(xo)'

Na zaklad¢ jednostrannych derivaci je mozné zavést derivaci v uzavieném (resp. polouzavieném Ci
polootevieném) intervalu.

, NAZYVAME JI DERIVACI FUNKCE f V BODE X, ZPRAVA. ZNACI SE

D: FUNKCE [ MA V UZAVRENEM INTERVALU <a;b> DERIVACI, JESTLIZE MA DERIVACI V

KAZDEM BODE x € (a; b) A VBODE a MA DERIVACI ZPRAVA A V BODE b MA DERIVACI ZLEVA.

1.10.4.5 Derivace elementdarnich a sloZenych funkci

Jednim z predpokladii pro spravné (a rychlé) vyuzivani metod infinitezimalniho pocétu pii feSeni
praktickych tuloh je dobra znalost derivace elementarnich funkci a zékladni pravidla pro pocitani derivaci. K
tomu slouzi nasledujici ptehled funkci a jejich derivaci (viz tab. 1) a zakladnich pravidel pro pocitani s
derivacemi, které¢ je mozné odvodit na zakladé definice derivace.

V tab. 1 jsou uvedeny elementarni funkce, které maji derivace ve svych defini¢nich oborech. V tabulce
jsou téz u danych funkei uvedeny jejich primitivni funkce, které jsou zavedeny a vysvétleny v odstavei 1.11.2.1.

Funkce Derivace funkce Primitivoi funkce
y=k; keR y'=0 F(x)=hke+C; CeR
y=x" (x zavisi na volbé n) | y' =nx"" Fx)= x! fCin%_1: CeR

n+1
y=sinx y' =cosx F(x)=—cosx+C; CeR
y=cosx y'=-—sinx F(x)=sinx+C; CeR
y=tgx o |1
cos’ x
y=cotgx , 1
~ sinx
y:e“x )/”Ze"C F(x):eX+C;CER
— 4" r_ x.l x
y=a yooa-nd F(x)=2-4C; CeR
Ina
y=Inx ;1
y ==
X
y=log, x , 1
x.Ina
tab. 1

Na zaklade¢ jistych pravidel (ktera je mozné odvodit pomoci definice derivace pomoci limit) je mozné téz
zavést derivace soudtu, rozdilu, souginu a podilu dvou funkei: Jestlize funkce u(x) a v(x) maji v bod€ x,, ma

) TR S , R C)
v bodé& x, derivaci i souget, rozdil a sougin funkei u(x), v(x) apro v(x)=0 také podil a plati:

v(x)
[u(x)+v(x)] =u'(x)+v'(x) [u(x).v(x)}, =u'(x)v(x)+u(x)v'(x)

[u(x)—v(x)]’ =u'(x)-v'(x) {ugx;] _ u'(x).v(x)zzu)(x).v'(x)

Dale je mozné zavést derivaci slozené funkce: Jestlize funkce z = g(x) ma derivaci v bodé x, a jestlize

funkce y = f(z) ma derivaci v bodé z, = g(x, ), ma slozena funkce y = f(g(x)) derivaci v bodé¢ x, a plati:

[7(g(x))] =7 (g(x))€'(x).
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Na prvni pohled to vypada sice nepiehledné, ale sloZzena funkce se derivuje tak, ze se zderivuje funkce
vnitini a nasobi se derivaci funkce vnitfni. Stejnym zplisobem se postupuje, je-li funkce slozena z vice funkci.
Pro nazornost konkrétni ptiklad.

Pifklad: (sin® 2x)' —3sin®2x. cos2x . 2
- — T &

derivace v derivace siny derivace 2x

1.10.4.6 Funkce vice proménnych

Az dosud byla fe¢ o limitach, spojitosti a derivaci funkci jedné proménné. Nikde to nebylo
zdlraziovano, protoze se to predpokladalo tak néjak automaticky. Nicméné nejen v matematice, ale i v jejich
technickych aplikacich hraji podstatnou roli funkce vice proménnych. To jsou funkce, které nejsou definované
jen na mnozing redlnych cisel, ale na kartézském soucinu (kartézské mocnin€) mnoziny realnych cisel.

1.10.4.6.1 NASTIN DEFINICE FUNKCE VICE PROMENNYCH

Priklad: Ze stfedoskolské fyziky je znama jedna funkce vice proménnych - rovnice postupného mechanického
vinéni. Rovnice pro okamzitou vychylku y (se zanedbanim vSech odporovych sil) ma tvar

y=y, sin[Zﬂ (%—%j) , kde y, je amplituda kmitdni zdroje vinéni (a tim padem i amplituda vInéni), T je

perioda kmitani zdroje vInéni (a tim padem i perioda vinéni) a A je vinova délka vInéni. 7 a x jsou parametry, na
kterych zavisi okamzita vychylka daného bodu. U vInéni se nestaci ptat, jaka bude vychylka v uréitém ¢asovém
okamziku ¢ (jako u kmitani), ale musime se ptat i jakého bodu se dana vychylka tyka, tj. v jaké vzdalenosti x od
zdroje vInéni se tento bod nachazi.

Obecné tedy funkce vice promennych je funkce, ktera je definovana na mnoziné RxRx..xR=R" a
(R —)

n krat

funkéni zavislost je mozné vyjadfit takto: f = f (xl, Xyseees xn). Pokud budeme chtit sestrojovat graf takové

funkce, budeme potiebovat (n + 1) rozmérny prostor se zavedenym systémem soufadnic (pfi sestrojovani grafu

funkce jedné proménné potiebujeme dvourozmérnou rovinu se zavedenym systémem souiadnic). Pfedstavit si
graf takové funkce obecné je asi dost naro¢né. Pfesto mizeme ramcovou piedstavu udé€lat alespon pro funkci
dvou proménnych. Vyjdeme opét z grafu funkce jedné proménné, kterym je n&jaka rovinna kiivka (,.kus
ohnutého dratku®). Grafem funkce dvou proménnych pak bude néjaka plocha (,,plastickd mapa‘), ktera se bude
nachazet nad (nebo pod) rovinou x,x, kartézského systému soufadnic Ox,x,x, (soufadnice x, zde hraje roli
soufadnice z, tj. pfimo funk¢ni hodnoty dané funkce).

Pro fyziky, techniky, ... je tfeba mit k dispozici i derivaci téchto funkci vice proménnych. Z toto, co bylo
zatim uvedeno (a jeSté uvedeno bude) v odstavci 1.10.4, je zfejmé, Ze derivace funkce jedné proménné, je
pomérn¢ mocny nastroj. Stejné¢ tak mocnym néstrojem je i derivace funkce vice proménnych. U funkci vice
proménnych je mozné k derivaci pfistupovat riznym zptsobem, v zavislosti na tom, co pfimo chceme z derivace
,,VyCist®. Zptisobem, ktery je jen zobecnénym postupu pii derivovani funkci vice proménnych, je zavedeni tzv.
parcialnich (¢asteénych) derivaci.

Poznamka: Pouziti parcialnich derivaci napr. na vysetrovani priibéhu funkci, na hledani extrémui funkci, ... je

derivaci dohromady “, abychom ziskali néjaké smyslupiné vysledky.

1.10.4.6.2 PARCIALNI DERIVACE FUNKCE VICE PROMENNYCH

Parcialni (neboli ¢astecné) derivace funkce vice proménnych jsou definovany podobné jako derivace
funkce jedné proménné, tj. pomoci limity (viz odstavec 1.10.4.2). Nicmén¢ tim, Ze obsahuji vice proménnych, je
tieba se néjak ,,vyporadat™ s proménnymi, podle nichz se nederivuje. Nebudu tedy uvadét pfimo definice, budu
se snazit problematiku néjak rozumné vysvétlit.

V dalsim vykladu se omezim jen na funkce maximalné tfi proménnych, protoze ty se ve fyzice vyskytuji
nejcastéji (fada veliCin je zavisla na prostorovych soufadnicich x, y, a z). Vyskytne-li se funkce ¢ty proménnych
tj. k prostorovych soufadnicim se prida jesté Cas (napf. v kvantové fyzice, teorii relativity, ...), bude situace
analogicka.

Parcialni derivace, jak uz vyplyva z nazvu, se bude zabyvat danou funkci po ¢astech. Tzn., Ze se bude
zajimat o derivaci ve sméru osy x, osy y, ... Ostatni proménné tudiZz necha beze zmény. Parcialni derivace se
znaci podobné jako derivace funkce jedné proménné. Zde ale neni mozné pouzit znaceni pomoci ¢arky (napf.
/") jako u funkci jedné proménné, protoze zde je nutné zdaraznit, podle které proménné se derivuje.

Pokud bude dana funkce f = f(x, y, z), pak se zavadgji tii parcialni derivace:

1. parcialni derivace funkce f'podle proménné x: Z—f
X
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2. parcialni derivace funkce fpodle proménné y: Z—f
v

3. parcialni derivace funkce f'podle proménné z: Zl
Z

Co se derivovani takové funkce tyce, je to jednoduché: plati vSechna pravidla uvedena v odstavcich

1.10.4.4 a 1.10.4.5, jen je tfeba dat pozor na nasledujici véc. Derivujeme-li napf. podle x, vSechny ostatni
proménné (y, z, ...) jsou pro nas konstanty.

. . . 3x*y+4y’sinz -z’
Ptiklad: Urcete parcialni derivace funkce f, ktera je dana takto: f (x, v, z) _ X YAy SmEmz

y+2

Reseni: Podle pravidel z odstaveti 1.10.4.4 a 1.10.4.5 budeme postupné uréovat jednotlivé parcialni derivace s
tim, Ze proménna, podle niZ se nederivuje, je v tuto chvili konstantou.

of 32xy+0+0 _ 6xp
Ox y+2 y+2

(vyraz y+2 ve jmenovateli zlstal, protoze to byla ,.konstanta®, kterou byl vydélen

vyraz obsahujici x)

of (3x2.1+4.2.ysinz—0)(y+2)—1.(3x2y+4y2 sinz—zz) (Sx2 +8ysinz)(y+2)—(3x2y+4y2 sinz—zz)

Py (y+2) B (y+2) )
(vzhledem k zadani funkce bylo tfeba pouzit ke spravnému derivovani vztah pro derivaci podilu)

B 3x*y+8y° sinz+6x” +16ysinz—3x*y—4y’sinz +z° B 4y*sinz+6x” +16ysinz+z’

2 2
(y+2) (y+2)
of _ 0+4y’cosz—2z 4y’ cosz—2z
0z y+2 y+2

Tak jako derivace funkce jedné proménné ma vyznam smérnice te¢ny, ma podobny vyznam i parcialni
derivace. Pro lepsi vysvétleni vyznamu parcidlni derivace funkce vice proménnych zacneme s velmi
jednoduchym vysvétlenim vyznamu derivace funkce jedné proménné.

Piedstavme si graf néjaké funkce jedné proménné - napf. funkce f:y=x". Derivace této funkce je
f ’(x)=2x. Vime, ze toto Cislo uréuje v kazdém bodé grafu funkce f smérnici tecny. Jinymi slovy, pro
mravence, ktery by lezl po dratku z paraboly (byla by umisténa ve svislé roving) by ¢islo f '(x) udavalo v
kazdém bod¢ sklon této kiivky, tj. jak moc to ma do kopce nebo z kopce. Jestli jde do kopce nebo z kopce by
mravenec poznal podle znaménka ¢isla f*(x): pro f'(x)<0 jde z kopce, pro f'(x)>0 jde do kopce a pro
f'(x)=0 by 3el po roving.

Analogicka je situace i pro funkce vice proménnych. Tentokrate se ale mravenec nepohybuje po dratku,

ale po plastické mapé. I tady si mize vzit na pomoc derivace (zde ale parcialni derivace), které mu pomohou
poznat, o jaky terén se jednd. Zde je ale situace troSku odliSna. Bude-li stdit mravenec v bodé o soufadnicich

. . . 0 . .
[x, v, f (x, y)] (stoji na grafu funkce dvou proménnych), pak mu parcialni derivace al tekne, jak moc ptjde
X

do kopce (z kopce, po roving), ptjde-li ve sméru osy x. Parcialni derivace al mu poda tutéz informaci pro trasu
Z

ve sméru osy y. Pijde-li v libovolném jiném sméru, je situace pon¢kud komplikovanéjsi, ale i tento problém je
schopna vyfesit vysokoskolskd matematika.

1.10.5 Prubéh funkce

Vysetiovani prubeéhu funkce patii k zakladnim uloham diferencialniho poctu. Dfive nez ale pristoupime k
vlastnimu vySetfovani prabéhu funkce (viz odstavec 1.10.5.8), je tfeba se seznamit s dal$imi vlastnostmi funkci,
které jsou k vysetfovani jejich pribéhu nezbytné nutné.
1.10.5.1 Véty o spojitosti
Rolleova véta: Necht je dana funkce f, kterd ma tyto vlastnosti:

1. je spojité v uzavieném intervalu (a; b)
2. v kazdém bodé¢ otevieného intervalu (a; b) ma derivaci
3. f(a)=r(b).

Potom existuje v otevieném intervalu (a; b) alespofi jeden bod ¢, vnémz f'(¢)=0.
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Vétu piiblizi obr. 38, na némz je nakreslena funkce f, ktera je spojita v intervalu <a; b> apro f (a) a
f(b) plati f(a)=f(b). Graf funkce ma v kazdém bodé te¢nu, tj. ve viech bodech otevieného intervalu
(a; b) existuje derivace funkce f. Funkce tedy splituje piedpoklady Rolleovy véty, z niz vyplyva, Ze mezi vSemi
teCnami sestrojenymi k dané funkci na uvazovaném intervalu bude alesponl jedna, ktera je rovnob&zna s osou x
(. jeji smérnice je nulova).

Nejsou-li splnény vSechny piedpoklady Rolleovy véty, nemusi byt ¥
jeji zaveér platny. Takovym piikladem maze byt napt. funkce f:y= |x| na

intervalu (—4;4). Zde neni splnén predpoklad o existenci derivace v

intervalu (—4;4): v bod¢ 0 totiz neexistuje derivace. Diky tomu

neexistuje bod, v némz by byla te¢na rovnobézna s osou x. Naproti tomu :
. . . , . x
funkce f:y=x" naintervalu <—1; 2> sice nesplituje podminku o rovnosti \

-

némz je tecna rovnob&zna s osou x.

funkénich hodnot v koncovych bodech intervalu, ale presto existuje bod, v / \

Vyznamnou vétou je Lagrangeova véta o stiedni hodnoté.

Lagrangeova véta o sti‘edni hodnoté: Necht je dana funkce f, kterd ma tyto vlastnosti:

1. je spojita v uzavieném intervalu (a; b)

2. v kazdém bodg otevieného intervalu (a; b) ma derivaci.

Potom existuje v otevieném intervalu (a; b) alespoii jeden bod c, pro ktery plati: f”(c) =
Graf funkcektera spliiuje podminky Lagrangeovy véty — yT
(viz obr. 39), ma v kazdém bod& xe(a;b) tetnu. Tétiva

spojujici body A=[a; f(a)] a B=[b;f(b)] grafu této
M. Podle

funkce ma smérnici k=tgp=

Lagrangeovy véty pak existuje alesponl jedna tecna, ktera ma
stejnou smeérnici, tj. je s danou tétivou rovnobézna.

obr. 39

1.10.5.2_Monotéonnost funkce a derivace

Z uciva o funkcich vime, ze funkce, ktera je bud’ rostouci nebo klesajici, se oznacuje ndzvem monotonni.
Na zaklad¢ Lagrangeovy véty (viz odstavec 1.10.5.1) je mozné urcit zda jde o funkci rostouci nebo klesajici na
zéklad€ prvni derivace funkce.

V: Ma-li funkce f'v kazdém bod¢ intervalu (a; b) kladnou derivaci, je v tomto intervalu rostouci. Ma-li funkce f
v kazdém bod¢ intervalu (a; b) zapornou derivaci, je v tomto intervalu klesajici.

Intervaly, v nichz je funkce rostouci nebo klesajici (tedy monoténni), se nazyvaji intervaly
monoténnosti.

1.10.5.3 Extrémy funkce a derivace

K urceni pfesného prubéhu funkce je nutné té€z znalost extrému funkce. Pojem extrém je souhrnné
oznaceni pro maximum nebo minimum funkce. Terminem extrém na mnoziné se oznacuje nejvétsi nebo
nejmensi funkéni hodnota funkce na dané mnozin€. Touto mnozinou je vétSinou cely definiéni obor nebo
uzavieny interval.

Na obr. 40 je zobrazen graf spojité funkce f, o které je mozné (co se ¥
extrému tyce) fici:

1. v bodé a nabyva nejvétsi hodnoty

Fy

2. vbodé x, nabyva nejmensi hodnoty

3. v bodech x, a x, nabyva v jistém smyslu extrémni hodnoty -

jedna se o ,mistni“ neboli lokalni extrémy, které nemusi
predstavovat nejvétsi (nejmensi) hodnoty funkce v uvazovaném obr. 40
intervalu.
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D: FUNKCE f MA V BODE X, LOKALNI MAXIMUM, EXISTUJE-LI TAKOVE OKOL{ U (xo) BODU x,,

ZEPRO VSECHNA x €U (x, )N D( f) PLATI: f(x)< f(x,).
D: FUNKCE f MA V BODE X, LOKALNI MINIMUM, EXISTUJE-LI TAKOVE OKOL{ U (xo) BODU X, ,

ZEPRO VSECHNA x €U (x, )N D( f) PLATI: f(x)2 f(x,).

Plati-li v uvedenych nerovnostech rovnost jen pro x = x,, fikdme, ze funkce f ma v bod¢ x, ostré
lokalni maximum, resp. ostré lokalni minimum.

Z obr. 40, na némz je znazornén graf spojité funkce £, je vidét, ze v bodech [x] s f(x )] a [xz; 7 (x )]

ma graf funkce teénu a zaroven je zde ostré lokalni minimum resp. maximum. Teény v téchto bodech (tj. v
extrémech) jsou rovnobézné s osou x, tj. maji nulovou smérnici. Z toho vyplyva, ze i (prvni) derivace funkce f'v

téchto dvou bodech je nulova. V bode [x3; f(x3 )J je sice také ostré lokalni minimum, ale tecna v tomto bodé

neexistuje.

Funkce tedy muze mit lokalni extrém jen v téch bodech, v nichz je jeji derivace nulova nebo derivace
neexistuje.

Nasledujici véta dava do souvislosti extrémy funkce s jeji derivaci: Ma-li funkce /v bodé x, lokalni
extrém a existuje-li v tomto bod¢ derivace f'(x, ), pak plati: f'(x,)=0.
Pozor! Obracena véta neplati. Pokud plati f '(xo) =0, nemusi mit funkce /' v bodé¢ x, lokalni extrém.

Piikladem neplatnosti této obracené véty je napt. funkce f:y=x’.Plati f ’(O) =0, ale v bodé 0 nema funkce f

lokalni extrém.

1.10.5.4 Staciondarni body

Ze zjisténi, ze f ’(x0 ) =0, jeste nutné nevyplyva, ze funkce ma v bod¢ x, lokalni extrém. Pfesto urceni

prvni derivace funkce je prvnim krokem k vyhledani lokalnich extrém.
Ma-li funkce y = f(x) v bod& x, derivaci a je-li f'(x,)=0, pak se bod x, nazyva nulovym bodem
derivace nebo stacionarnim bodem. Tyto stacionarni body jsou feSenim rovnice f (x)zO a jsou pouze

»podezielé z extrému*.

obr. 41 obr. 42 obr. 43 obr. 44
A dal? Dal je mozné postupovat podle nasledujici véty: Necht' f '(xo) =0. Jestlize existuje takové okoli
U(x,,8), ze v intervalech (x, —&;x,) a (x,;%,+8) ma f'(x) rizna znaménka, ma funkce /v tomto bod¢ x,
ostry lokalni extrém. Méni-li se znaménko derivace z plus na minus, ma funkce v bod¢ x, lokdlni maximum
(viz obr. 41), méni-li se z minus na plus, ma v bodé€ x, lokalni minimum (viz obr. 42).
Pokud funkce f ve stacionarnim bod& x, (resp. v intervalech (x,—&;x,) a (x,;x,+J)) znaménko
neméni, lokalni maximum v daném bod¢ neexistuje (viz obr. 43 a obr. 44).

1.10.5.5 Extrémy funkce a druhd derivace

Zjistovani zmény znaménka prvni derivace mize byt u nékterych funkci problematické nebo neptijemné.
Proto si ukdzeme, jakym zplsobem je mozné urcit lokalni extrém na zakladé druhé derivace funkce. To je
vyhodné za ptedpokladu, ze vypocet druhé derivace funkce je jednodussi nez ur€ovani znaménkovych zmén
prvni derivace.

V: Necht' f'(x,)=0 anecht existuje v bod& x, druha derivace funkce f:
1. je-li f"(x,)<0,ma funkcefvbod& x, ostré lokalni maximum
2. je-li f"(x,)>0,ma funkce /v bod& x, ostré lokalni minimum.

Pokud je f "(xo ) =0, neni mozné o existenci lokalniho extrému funkce /v bod¢ x, rozhodnout.
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1.10.5.6 Konvexnost a konkdavnost funkce

Uvazujme nyni grafy dvou funkei: T
f:y=Inx (vizobr.45)a h:y=e" (viz obr. 46). +
Kdybychom k témto grafiim sestrojovali tecny v
libovolnych bodech, zjistili bychom, ze u funkce f
lezi vzdy graf funkce ,,pod te¢nou®, u funkce % lezi
graf vzdy ,,nad tecnou“. Tato skuteCnost pomuize / X

-

urCit dalsi vlastnosti funkce: konvexnost a
konké&vnost. Kdybychom totiz neznali piesny
prubeh funkci a védéli jen, ze obé€ jsou rostouci na
svém defini¢ni oboru, nemohli bychom jejich graf obr. 45 obr. 46
sestrojit.

Neznali bychom totiz ,,prihyb* funkeci.

D: FUNKCE f, KTERA MA DERIVACI V BODE X, , JE V BODE [xo; f(x0 )} KONVEXNI, EXISTUJE-LI
TAKOVE OKOLI U(x,) BODU x,, ZE PRO VSECHNA x Z MNOZINY U(x,)—{x,} LEZi BODY

GRAFU FUNKCE f ,)NAD TECNOU“ SESTROJENOU V BODE [xo; f (xo)].
D: D: FUNKCE f, KTERA MA DERIVACI V BODE Xx,, JE V_BODE [xo; f (x(J )} KONKAVNI,
EXISTUJE-LI TAKOVE OKOLI U (x,) BODU X, , ZE PRO VSECHNA X Z MNOZINY U (x,)—{x,}

LEZI BODY GRAFU FUNKCE f ,,POD TECNOU* SESTROJENOU V BODE | x,; f(x, )]

Tuto vlastnost funkce je mozné rozsifit i na cely interval: Je-li funkce konvexni (resp. konkavni) v kazdém bodé
intervalu I, fikame, Ze je konvexni (resp. konkavni) v intervalu I.

Z grafu kvadratické funkce f:y =x’+4x+1 je vidét, Ze dana funkce je konvexni (graf funkce lezi vzdy
»had teénou‘ sestrojenou v daném bodé). Na zaklad¢ druhé derivace funkce /' (y'=2x+4,y" =2), ktera je
kladna, je mozné vyslovit nasledujici véty, které plati obecné:
V:Je-li f"(x,)>0, pak je funkce /v bod& x, konvexni.

V:Je-li f"(x,)<0, pak je funkce f'v bod& x, konkavni.
Tyto poznatky plati obecné i pro cely interval, v némz plati uvedené nerovnosti:
V: Jestlize v kazdém bodg intervalu I plati, ze f"(x,)>0 (resp. f"(x,)<0), pak je funkce /v intervalu I

konvexni (resp. konkavni).

1.10.5.7 Inflexni body

Na obr. 43 a obr. 44 jsou znazornény funkce, které maji v bod¢ x, nulovou prvni derivaci a pfesto v nich

neni lokalni extrém (jde o stacionarni bod). Na zaklad¢ znalosti z odstavce 1.10.5.6 Ize fici, Ze v uvazovaném
bodé prechazi funkce z funkce konkavni na konvexni (obr. 43) resp. z funkce konvexni na funkci konkavni (obr.
44). Funkce méni v uvazovaném bodé¢ vyrazné€ sviij prubéh, proto ma dany bod i sviij nazev.

D: NECHT FUNKCE f MA V BODE X, DERIVACI. PRECHAZI-LI V TOMTO BODE GRAF FUNKCE [ Z

POLOHY ,,NAD TECNOU‘ DO POLOHY ,,POD TECNOU* NEBO Z POLOHY ,,POD TECNOU‘° DO POLOHY
,,NAD TECNOU®, NAZYVAME BOD X, INFLEXNi BOD FUNKCE f .

Z toho, co vime o konvexni a konkévni funkci (viz odstavec 1.10.5.6) vyplyva, ze v okoli inflexniho
bodu méni funkce f"(x) znaménko. Hodnota druhé derivace funkce f'v inflexnim bod¢ tedy bude nulova.

V: Je-li bod x, inflexnim bodem funkce f'a ma-li funkce f'v tomto bod¢ druhou derivaci, pak f "(xo ) =0.

Pozor! Obracena véta neplati. Pokud plati f”(x,)=0, nemusi mit funkce /v bodé x, inflexni bod.
Piikladem neplatnosti této obracené véty je napt. funkce f:y=x"*.Plati f "(O) =0, ale bod 0 neni inflexnim
bodem funkce f'- funkce je zde konvexni.

Situace je podobna jako pii urCovani lokalnich extréml funkce - feSenim rovnice f "(x) =0 ziskame

pouze body ,,podezielé z inflexe”. Jistotu ziskdme az po zjisténi znaménkovych zmén druhé derivace v okoli
téchto bodu.

V: Necht funkce f ma druhou derivaci v kazdém bodé & -okoli bodu x, a necht tato druha derivace f ”(x) ma

v intervalech (x, —&;x,) a (x,; x, + ) riiznd znaménka. Pak bod x, je inflexnim bodem funkce f.
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1.10.5.8 VySetifovani pribéhu funkce

Po vykladu limit (viz odstavec 1.10.2), derivaci (viz odstavec 1.10.4) a souvislosti derivaci funkce s
dal§imi jejimi vlastnostmi (viz odstavce 1.10.5.1 az 1.10.5.7), je mozné zalit vySetfovat prubéh libovolné
funkce. Hlavnim ukolem pfi vySetiovani pribéhu funkce je urceni jejich zakladnich vlastnosti a nakresleni
spravného grafu funkce (ve smyslu rostouci - klesajici funkce, konkévni - konvexni, asymptoty, krajni body
defini¢niho oboru, ...).

Pii vysetfovani vlastnosti a pribéhu funkce je vhodné postupovat v tomto poradi:
1. defini¢ni obor funkce
2. funkce suda, licha, periodickd - ma-li totiz funkce jednu z uvedenych vlastnosti, zjednodusi to
vySetiovani jejiho pribéhu
3. praseciky s osami kartézského systému soutadnic
4. vypocet limit v krajnich bodech defini¢niho oboru

5. vypocet prvni derivace funkce, ur€eni stacionarnich bodd a bodd, v nichz neni prvni derivace
definovana

6. intervaly monotdnnosti
7. lokalni extrémy

8. vypocet druhé derivace funkce, ureni nulovych bodi druhé derivace a bodu, v nichz neni druha
derivace funkce definovana

9. intervaly konvexnosti a konkavnosti
10. inflexni body

11. asymptoty funkce

12. obor hodnot

13. graf funkce

1.10.6 Uziti diferencialniho poctu

Uziti diferencialniho poctu je velmi Siroké a zasahuje jak do matematiky, tak do jejich aplikaci - fyziky,
elektrotechniky, chemie, ... V piirodnich védach se fesi problémy, které se tykaji nalezeni extrémi urcitych
veli¢in, okamzitych zmén nekterych veli¢in (draha, rychlost, ...).

Pii feSeni uvedenych uloh je tfeba vzdy najit vhodné vyjadieni funkce, jejiz extrém potom budeme
hledat. Nékteré ulohy z matematiky, fyziky, elektroniky, ... je mozné fesit i na zakladé logické uvahy, tj. bez
uziti diferencialniho poctu.

1.11 Integralni pocet

Zakladnimi pojmy této kapitoly jsou primitivni funkce a ur€ity integral, zdkladni dovednosti pak je urceni
primitivni funkce k dané funkci na daném intervalu. Tato dovednost velice tizce souvisi s derivovanim, je ale o

NS

technickych véd.
1.11.1 Historicky uvod

O rozvoj integralniho poctu se zaslouzil anglicky fyzik Isaac Newton (1642 - 1727) a némecky
matematik Bernhard Riemann (1826 - 1866). Na zakladé toho se Casto hovoii o Newtonove integralu a
Riemannové integralu. Tyto dva druhy integrald se lisi pouze pfistupem obou pant k nalezeni zékladnich
integracnich pravidel a ke stanoveni podminek, za kterych je dana funkce integrovatelna:

1. Newtontv integral - vychazi z definice primitivni funkce pomoci derivace funkce (viz odstavec
1.11.2.1). S timto pfistupem se integraly 1épe poditaji.

2. Riemanniv integral - vychazi z konkrétni aplikace integralu: vypocet obsahu plochy, ktera je
omezena grafem uréité funkce. Z toho je ziejmé, Ze se jedna o integral uréity (viz odstavec
1.11.3), i kdyz Riemann timto zplisobem studoval i integraly neurcité (integral jakozto funkce
jedné z mezi - horni nebo dolni). Riemanntv pfistup ma vyhodu, ze je ndzorny a okamzité je videt
aplikace integralu.

Na zaklad€ soucasnych znalosti matematické analyzy je mozné dokazat, Ze pro ,,rozumné se chovajici*
funkce je jedno, jestli pro urceni jejich integralu pouzijeme Newtonlv nebo Riemannuv piistup. Oba postupy
vyjdou nastejno. Presto se najdou funkce (ty ,,nerozumné se chovajici®), které maji jen jeden z téchto integrald:
bud’ maji Newtonllv a nemaji Riemanntv integral nebo naopak.

1.11.2 Primitivni funkce

1.11.2.1 Zavedeni primitivni funkce

D: MEJME DANY FUNKCE F'A f DEFINOVANE V OTEVRENEM INTERVALU . JESTLIZE PRO VSECHNA
x el PLATI F’(x) =f (x) , RIKAME, ZE FUNKCE F JE PRIMITIVNi FUNKCE K FUNKCI f V

INTERVALU .
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Poznamka: Nebude-li Feceno jinak, budeme intervalem I rozumét vzdy interval otevieny.

Primitivni funkce k dané funkci se tedy definuje pomoci derivace. Zderivovanim primitivni funkce F
dostaneme ptvodni funkei £ Pomoci toho je mozné ovéfit veskeré vysledky ptiklad, v nichz je tfeba nalézt
primitivni funkci k dané funkci: stac¢i vyslednou funkci zderivovat. Pokud se dostaneme k funkci ze zadani
ptikladu, pocitali jsme spravné. Pokud najdeme primitivni funkei, kterou nechceme derivovat kvili ovéfeni
naseho vysledku, je mozné podivat se do vysledkt sbirky, z niz byl priklad pfevzat. Zde ale mize dojit k jedné
nesrovnalosti. Vysledek se miize od naseho lisit a pfitom jsme mohli pocitat dobre. Jak je to mozné?

Zname-li v intervalu I k dané funkci fjednu primitivni funkei, zndme jich nekone¢né mnoho. Je-li totiz F
primitivni funkce k funkci f, pak také kazda funkce tvaru F (x) +C, kde C je libovolné realné cislo, je

primitivni funkei k funkci £, protoze (F (x)+C )I =F'(x)= f(x). Vyrazem F(x)+C jsou vyCerpany viechny
moznosti, zadné jiné primitivni funkce k funkci f neexistuji.

Tedy zéavér: Je-1i funkce F v intervalu I primitivni funkei k funkci f; pak kazda primitivni funkce k funkci
fietvaru F(x)+C,kde C je realna konstanta.

Zname-li graf jedné primitivni funkce F k funkci f'v intervalu I, pak grafy vSech primitivnich funkei k
funkci f'v intervalu I dostaneme posunutim grafu funkce F po ose y.

Ke kazdé funkci spojité v intervalu existuje v tomto intervalu primitivni funkce.

Vzhledem k tomu, Ze pojem primitivni funkce tGzce souvisi s pojmem ur€ity integral, pouziva se pro
oznadeni primitivni funkce také zépis: I f(x)dx=F(x)+C; xel. V této souvislosti se funkce f nazyva
integrand, symbol j integracni znak, C integra¢ni konstanta. Symbol dx slouzi k odliSeni integracni
proménné od pfipadnych parametra.

Postup, kterym se uréuje primitivni funkce F (x) + C k dané funkci f, se nazyva integrovani (integrace)
funkce f.

Pozndmka: Integrovani je opacny proces k derivovani (tak jako scitani - odcitani, umocrniovani - odmocrnovani,

dF—()-f()

= dF(x) = f( )dx = F +C jf dx. Matematicky neni toto ,,odvozeni* zcela v poradku, ale pro

...). Intuitivni nahled na to, ,,odkud se vzalo dx*“, je mozné ziskat ze zdpisu derivace: F '( )

zakladni predstavu staci.

1.11.2.2 Primitivni funkce elementarnich funkci

Zakladni pravidla pro derivovani (ale i hledani primitivnich funkci) elementarnich funkci jsou uvedena v
odstavci 1.10.4.5 v tab. 1.

Nyni zékladni pravidla pro hledani primitivnich funkci: Existuji-li v otevieném intervalu I primitivni
funkce k funkeim f;(x), f,(x) a jsou-li ¢, ¢, libovolné konstanty, existuje primitivni funkce k funkci

f(x)=cf(x)+c,fy(x) aplati: J.[c] x)+e,fy(x ]dx-c]J.f a’x+c2J.f2
Z uvedené véty vyplyvaji nasleduJ ici vztahy:
1. Icf dx = c_[f
2. I[f x)+g x}dx:jf x)dx+_[g(x)dx
3. '[[f(x)—g(x)]dx=jf(x)dx—jg(x)dx

1.11.2.3 Integracni metody

Uvedeme pouze zakladni integracni metody. V teoretické matematice a praxi (fyzika, stavitelstvi, ...) se
poziva cela fada dalsich metod. VétSinou se jedna o substituce, které jsou ,,Sité na miru“ danému typu uloh. Zde
se sezndmime s pouzivanim téchto metod obecné.

1.11.2.3.1 PER PARTES
Metoda integrovani per partes (integrovani po castech) je zaloZzena na vztahu pro derivaci soucinu dvou

funkci. Jsou-li dany dv& funkce wu=u(x) a v=v(x), pak pro derivaci sou¢inu plati:
[u (x).v(x)]’ =u'(x)v(x)+u(x)'(x). Z tohoto poznatku vychazi i véta pro integrovani metodou per partes.

V: Maji-li funkce u=u(x) a v=v(x) v intervalu (a;b) spojité derivace, pak v (a;b) plati:

Iu(x).v (x)dx=u(x).v(x) I (x) ()

50



© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha 1 Matematika pro fyziky

Poznamka: Metoda per partes vede vzdy k cili (tj. k urceni primitivni funkce k zadané funkci), pokud zadanad
funkce je ve tvaru soucinu polynomu s funkci sinus, kosinus nebo funkci exponencialni. V nékterych pripadech je
ale nutné pouzit metodu per partes béehem vypoctu vicekrat.

Nyni uvedeme dva piiklady, na kterych zaroven ukdzeme zptisob zapisu pouzivané metody.

Ptiklad: Vypoctéte: J. X cos xdx .
Redeni: Na vypocet pouzijeme metodu per paretes. Je zvykem béhem vypoétu si pfipravit a oznadit derivace
danych funkci, aby bylo snazsi aplikovat metodu per partes:

u=x u' =1
jxcosxdx:

, . :xsinx—jl.sinxdx:xsinx—jsinxdx:xsinx+cosx+C
vi=cosx v=sinx

Priklad: Vypodététe: j e”".sin xdx .

Reseni: Opét i tento priklad rozepiseme. Kterou funkci budeme integrovat a kterou derivovat je v tomto pifipadé
jedno, protoze funkce e¢* se ani jednou z uvedenych operaci neméni, a funkce sinx a cosx prechazeji (az na
znaménko) jedna v druhou:

. u=e" u'=e" u=e" u'=e"
je .sin xdx =

=e" cosx+J'e“.cosxdx = =e" cosx+e” sinx—.[e".sinx

v =sinx v=-cosx v =cosx v=sinx

Nyni jsme se dostali do stavu, kdy na obou stranach rovnice mame tentyz ¢len (J.ex.sin xdx ), ale s opacnym

znaménkem. Opaéné znaménko neni az tak podstatné, dilezité je, Ze pii prevodu tohoto ¢lenu na levou stranu
rovnice nevyjde nula, tj. na pravé strané rovnice mize byt ¢len, s nimz jsme vypocet zacinali, s libovolnym
nasobkem vyjma +1.

Pfevedenim na levou stranu rovnice tedy ziskame: 2 I e".sinxdx =e" cosx+e"sinx. V tuto chvili to pro nas je

X

. . Lo, . . , 1 . e .
jedna rovnice o jedné neznamé a to I ¢".sin xdx . Snadnou Gpravou ziskame: je’”.sm xdx = ?(cos x+sinx)+C.

dx

I tento zplisob upravy se obcas v integralnim poctu vyskytne.

1.11.2.3.2 SUBSTITUCNI METODA

Substituéni metoda umoznuje zavedenim nové proménné prevést integrovanou funkci na funkcei, kterou
lze jiz integrovat snadngji. Substituéni metoda vychazi v podstaté z véty o derivovani slozené funkce (viz
odstavec 1.10.4.5).

Z véty o derivaci slozené funkce a z definice primitivni funkce vyplyva nasledujici ivaha: Necht existuje
k funkci y = f(¢) na intervalu (o; ) primitivni funkce F ()= If(t)dt, tedy pro kazdé e (a; ) plati:

F'(t)= f(t). Necht dale ¢ =g(x) ma derivaci pro kazdé¢ x € (a;b) a pro kazdé x e(a;b) je g(x)e(a; ).

Dosadime-li do funkce F(¢) za ¢ hodnotu g(x), dostaneme sloZenou funkci F ( g(x)). Pro derivaci této

funkce pro x € (a; b) pak plati: [F(g(x))]’ =F'(1).g'(x)=1(t)g'(x)=f(g(x))g'(x).

To ale znamend, Ze funkce F (g(x)) je primitivni funkce k funkei f(g(x)).g'(x) a lze tedy psat:
If(g(x)).g'(x)dx = F(g(x))+C v intervalu (a; b).

Vzhledem k  tomu, Ze  F(t)= j_f (t)dt a ze t=g(x), je moiné  psat:
jf(g(x)).g'(x)dx = jf(t)dt =F(1)+C.
V_(o substituci): Necht' funkce F(r) je primitivni funkce k funkei f(¢) v intervalu (e; B). Necht funkce
t = g(x) ma derivaci g'(x) v intervalu (a;5). Pro kazdé x e (a;b) necht hodnota g(x) patii do intervalu
(a; B). Pak v intervalu (a;b) je funkce F(g(x)) primitivni funkce k funkci f(g(x)).g’(x) , tj. plati:
jf(g(x)).g'(x)dx=jf(z)dt,kde t=g(x).

Vétu o substituci je mozné pouzit k vypoctu primitivni funkce, podafi-li se funkci, kterou mame
integrovat, rozlozit na dva Cinitele, z nichz jeden je sloZzenou funkci proménné x s vnitini funkci g(x) a druhy

je derivact této funkce g.

Piiklad: Vypo&téte: sz cos (2 -x ) dx

Reseni: Postup feseni, které bude uvedeno, neni matematicky nejCistsi, nicméné je pouzitelné v kazdém piipade.

Ve vétsing ptipadd je mozné postupovat piesné podle uvedené véty a derivaci vnitini funkce ,,vidét™ rovnou.
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t=2-x

dt 1 1 1
x*cos(2-x)dx = = | x* cost =——|costdt =——sint = ——sin(2-x’ )+ C
.[ ( ) ﬂ=—3x2:>dx= dtz I _3y? 3J 3 3 ( )
x —3x
Po vyfeseni piikladu je nutné se vratit zpét k proménnym, v nichz byl piiklad zadan. V naSem piipad¢ se tedy
vratit zpét od promeénné ¢ k promeénné x.

1.11.3 Urdity integral

Pojem primitivni funkce (viz odstavec 1.11.2) velmi tizce souvisi s celou fadou konkrétnich tloh, které se
tykaji vypoctu obsahu rovinnych obrazcl a objemu rota¢nich téles. Tyto ulohy jsou zaloZeny na pojmu ur€ity
integral, ktery se definuje pomoci primitivni funkce.

Vzhledem k tomu, Ze primitivni funkce byla definovana na otevieném intervalu a vzhledem k tomu, ze
urcity integral je vhodné definovat na intervalu uzavieném, je nutné pojem primitivni funkce nejdfive rozsifit.

D: MEJME DANY FUNKCE F'A f DEFINOVANE NA UZAVRENEM INTERVALU <a; b) . JESTLIZE PRO
KAZDE x €(a;b) PLATI F'(x)= f(x), PRICEMZ DERIVACI FUNKCE F V BODE a ROZUMIME

DERIVACI V BODE a ZPRAVA A DERIVACI FUNKCE F V BODE b DERIVACI FUNKCE F V BODE b
ZLEVA, RiIKAME, ZE FUNKCE F JE PRIMITIVNi FUNKCE K FUNKCI f NA UZAVRENEM

INTERVALU (a; b) .

1.11.3.1 Pojem urcity integral

Na obr. 47 je zobrazen graf funkce y=f(x) pro xe(a;b). Funkce f(x) je v (a;b) spojitd a
nezaporna. Graf funkce y = f(x) pro x e <a; b> , piimky x=a, x=»b aosax (tj. piimka y =0) omezuji jisty
rovinny utvar. Tento Gtvar se vétSinou zna¢i U =U (a, b, ) Cilem nyni bude ur¢it obsah tohoto utvaru, tj.
urcit &islo S =S(U).

rs rs rs

¥ ¥ ¥

£ p%

b
*

1} a ], x 0 a p m h x 0 a M1m1=l: ™, h=M2=x
obr. 47 obr. 48

obr. 49

Pro prvni ptfiblizeni hrubého odhadu cisla S =S (U ) vyjdeme z nasledujici uvahy: V grafu funkce f si
ozna¢ime minimum m a maximum M. Cislo m(b—a) oznacuje plochu obdélnika, ktery je danému utvaru U
vepsan, zatimco ¢islo M (b - a) oznacuje plochu obdélnika, ktery je danému ttvaru U opsan (viz obr. 48). Tedy
plati nerovnost: m(b—a)<S(U)<M (b-a).

Tento odhad je pouze orientacni a je mozné ho dale zpfesnit tak, ze budeme interval <a; b> postupné délit

na dvé, tfi, Ctyfi, pét, ... ¢asti. Na kazdou takto vytvofenou ¢ast znovu zopakujeme piedchazejici ivahu. Na obr.
49 je zobrazeno déleni intervalu <a;b> na polovinu, tj. ¢c—a=>b—-c. Na interval <a;c> aplikujeme vyse

uvedenou tivahu: najdeme minimum m, = ¢ a maximum M, a vypocteme obsah m, (c— a) vepsan¢ho a obsah
M, (c—a) opsaného obdélnika dané casti utvaru U. Totéz provedeme na intervalu <c; b> a najdeme obsah
m, (b—c) vepsaného a obsah opsaného obdélnika M, (b—c) dané Easti utvaru U.

Pro obsah ttvaru U tedy plati nerovnost: m, (c—a)+m,(b—c)<S(U)<M,(c—a)+M,(b—c).

Timto postupem bychom mohli pokracovat dale. S rostoucim poctem dilt, na néz rozdélime interval
(a; b) , poroste presnost uréeni obsahu S(U) utvaru U.
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Nejpfesnéjsi vysledek dostaneme, pokud by se nam povedlo ¥
rozdélit interval (a;b) na velké mnozstvi velmi zkych €asti, u nichz
bychom mohli pfedpoklddat, ze jsou natolik Uzké, ze maximum i
minimum splyvaji. Jinymi slovy, ze Sitka jedné takové casti je skoro
nulova (viz obr. 50).

Vyjadfeno matematicky, hledame takové rozdéleni intervalu

Ax
obr. 50

=
]
w
w

(a;b), pro které plati: lim AS _ f(x), kde Ax je $iika ¢asti, na n&z
Av—0" Ax
byl rozdélen interval (a; b) .

Poznamka: Vzhledem k tomu, ze Ax ma vyznam délky je Ax >0 a proto jsme uvazovali pouze jednostrannou

limitu lim A8 = f(x)

Ax—0*

Pravé napsana limita ale neni nic jiného neZ derivace (zprava) funkce S podle proménné x. Je mozné tedy

psat: Alglg% = j—i(: S"). S pouzitim vztahu Alxlir(}g = f(x) lze tedy psat: % =f(x) = dS=f(x)dx.

Poznamka: Posledni provedena uprava neni matematicky zcela v pordadku, nicméné pro ziskani spravné
predstavy zdkladii integralniho poctu je postacujici. Z fyzikalniho (nebo geometrického) hlediska je uprava
naprosto v poradku, protoze umozZiiuje vypocitat , kousek plochy na zaklade kousku priristku x-ové
souradnice .

Nyni je mozné jiz pro plochu Gtvaru U psat: S = I f (x).dx . Funkce S je tedy primitivni funkei k funkeci f

v intervalu (a; b).

1.11.3.2 Definice urcitého integrdalu

D: NECHT F JE PRIMITIVNI FUNKCE K FUNKCI f V INTERVALU L. RozpiL F(b)-F(a)
FUNKCNICH HODNOT V LIBOVOLNYCH BODECH a A b TOHOTO INTERVALU SE NAZYVA URCITY

b
INTEGRAL FUNKCE f VMEZICHOD a DO b A ZNAC SE j f(x)dx.

a

V pravé uvedené definici se proménna x nazyva integra¢ni proménna, ¢islo ¢ dolni mez, ¢islo 5 horni
mezi integralu. Funkce f se nazyva integrand. Z definice plyne, Ze urCity integral je redlné Cislo, které je
jednoznacné uréené funkci f'a mezemi a a b.

Pii vypoctu integralu je vhodné zapsat primitivni funkci F jesté pifed dosazenim mezi. Pouziva se tento

Zépis: j f(x)dx=[F(x)] =F(b)-F(a).

Pro ¢isla a, b muze platit: a <b, a>b nebo a=>b.

Geometricka interpretace urcitého integralu ma smysl pouze pro a <b a pro funkci f, ktera je v intervalu
<a; b> spojitd a nezapornd. Za téchto podminek udava urcity integral obsah tvaru U, ktery je ohranicen grafem
funkce f, osou x a piimkami x=a, x=5.

Ke kazdé spojité funkci v uzavieném intervalu <a; b> existuje v tomto intervalu primitivni funkce.
1.11.3.3 Vypolty urcitych integrdlii

Pfi vypoctu urcitych integrald se vyuziva znalosti nékterych vét, které (podobné jako u derivaci) usnadni
vypocet urcitého integralu.

Vysledem urcitého integralu je ¢islo, tedy ve vysledku se mesmi objevit integraéni proménnd. Ve
vysledku neurcitého integralu (primitivni funkce) se objevit mohla, protoze vysledkem neurcitého integralu
(primitivni funkce) je funkce.

V: Necht' f, a f, jsou v intervalu I spojité funkce, a, b necht’ jsou libovolné body z intervalu I a ¢, a ¢,
b

b b
libovolné realné konstanty. Potom plati: J.(clf1 (x)+c, /o (x))dx = chl (o )ddx + czj.f2 (x)dx.

b
V: Je-li f funkce spojita a nezdporna v intervalu (a; b), pak J f(x)dx=0.

b b
V: Jsou-li fa g funkce spojité v intervalu (a; b) aje-li f(x)>g(x), pak If(x)dx > Ig(x)dx .
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Urcity integral je mozné vypocitat i v ptipadé, kdy je dolni mez vétsi nez mez horni. Plati véta o zaméné
mezi urcitého integralu.

b a
V: Pii zdméné& mezi uréitého integralu se méni znaménko: I Sf(x)dx=— I S(x)dx .
a b

V (o aditivnosti urcitého integralu): Je-li funkce f spojita v intervalu I, ktery obsahuje libovolné polozené

body a, b, ¢, pak plati: jlf(x)dx = J‘;f(x)dx+j:f(x)dx.

V piipadé, ze zadany integral neni mozné vypocitat elementarnimi (tj. uvedenymi) metodami, vétSinou
staci jeho vysledek odhadnout. K tomu slouzi nasledujici véta:

V: Je-li f funkce spojita v intervalu (a;5) a plati-li v intervalu (a;b) nerovnosti m< f(x)<M , potom
b
m(b—a)SIf(x)deM(b—a).

1.11.3.3.1 SUBSTITUCE V URCITEM INTEGRALU

Substituéni metodu, ktera se pouziva k vypoctu primitivni funkce (viz odstavec 1.11.2.3.2), je mozné
pouzit i pro vypocet uréitych integrali, pokud bude dodrzeno jedno z nasledujicich pravidel. V piipadé zavedeni
nové proménné se podle zvolené substituce také zméni mezi urcitého integralu. Pokud pfepocet mezi bude
naroc¢ny, je mozné pii integraci s nové zavedenou substituéni proménnou pouzit obecné meze (napi. @ a f)a

po zintegrovani dané funkce se vratit zpét k ptivodni proménné a tedy i k ptivodnim mezim.
V: Jsou-li funkce ¢ =g(x) a jeji derivace g'(x) spojité v uzavieném intervalu (a; b) a je-li zaroveit spojita i
2(2)

funkce f(¢) pro viechna 7= g(x), kde x €(a; b), pak plati: _ff(g(x)).g’(x)dx = I f(t)dr.
a g(a)

2z
Priklad: Vypoctéte: J. 4sin x.cos xdx .

Resdeni: Ukazeme dvé feseni daného piikladu (v obou piipadech budou meze pii substituci piepocteny):
a) metoda pouziti goniometrického vztahu pro sinus dvojnasobného argumentu sin 2x = 2sin x.cos x
2z 2z t= 2x 4r 4r
4si d —IZ in 2xdx = = I ZSintﬁ— I sintdt—[—cost]” =
I sinx.cos xdx = | 2sin2xdx =| g¢ dt|= 5" = o =
2z

—=2=dx=—
x 2

- - -2

=—cos4z —(—cos2z)=-1+1=0
b) metoda piimé integrace bez pouziti goniometrickych vztaht:

. t=cosx 1 dt 1 2 1 .
4sin x.cos xdx = = | 4sinxt| — =4|tdt=-4|—| ==2|¢| =
'[ ﬂz—sinx:>a’x:—i j ( sinxj ;[1 [2}1 [ 11

_r . -1
X Sin x

=—2(1—(—1)2)=0

Pti feSeni tohoto piikladu si midzeme vSimnout i toho, Ze dvéma riznymi metodami jsme ziskali dvé rizné
primitivni funkce k zadané funkci f:y=4sinx.cosx ato: F, :y=-cos2x a F, :y=-2 cos’ x . Otazkou je,

zda se ob¢ funkce lisi o konstantu. To je mozné zjistit:
F,—F, = —cos2x—(—20052 x) = —(cos2 x —sin’ x)+ 2cos” x = —cos’ x+sin’ x+2cos’ x = cos’ x+sin’ x =1,

takze je vSe v poradku.

1.11.3.3.2 METODA PER PARTES V URCITEM INTEGRALU

Stejné jako pro vypocet primitivni funkce bylo mozné pouzit metodu per partes (viz odstavec 1.11.2.3.1),
je mozné tuto metodu pouzit i u urcitého integralu.

V: Maji-li funkce w=u(x) a v=v(x) v intervalu (a;b) spojit¢ derivace, pak plati:

b

ju(x).v'(x)dx = [u(x)v(x)]: —j{u'(x).v(x)dx .

a

2e
Priklad: Vypoctéte: I %ln xdx

1
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Reseni: Tento piiklad uvadime proto, aby nikoho nepiekvapilo, Ze je mozné integrovat pfirozeny logaritmus. A
to metodou per partes. Behem vypoctu je tieba davat pozor, Ze se jedna o integral urcity:

2e 2e 2e l 2e 2e
_!%lnxdx:%'!‘lnxdx:%v!‘l.lnxdx— =lnx o uf _;c :;[[xlnx] _J.x.%dxj=%([xlnx]lzg—jde:

vi=1l v 1 !

1 I 1
2([x1nx] [ S(2eln2e—1in1-(2e-1))=(2¢ln2e~1.0-2e+1)=

:e(ln2e—l)+l:e(ln2+lne—l)+l:e(ln2+l—l)+l:eln2+l
2 2 2 2

1.11.4 Uziti integralniho poctu
Uziti integralniho poctu je velmi Siroké - obsahy rovinnych utvarti, objemy a povrchu rotacnich téles,
délky rovinnych kiivek, fyzikalni Glohy, ...

1.11.4.1 Obsah rovinného obrazce

1.11.4.1.1 ﬁTVAR OMEZENY GRAFEM JEDNE FUNKCE
Rovinny utvar U =U (a, b, f ) je (jak bylo uvedeno jiz v odstavci 1.11.3.1) omezen grafem spojité

nezaporné funkce y = f(x) pro xe <a; b> , pfimkami x=a, x=0 a osou x (. pfimkou y=0). Priklad
takového Utvaru je znazornén na obr. 51. Pro jeho obsah pak plati: S (U ) = I f (x)dx

Mize se ale stat, ze integrovana funkce f nenabyva jen kladnych hodnot (viz obr. 52). Pro pfislusny
b

integral pak plati j_f (x) dx<0.V tomto ptipadé uréime obsah daného utvaru tak, ze vypocitame absolutni

b b
hodnotu ptislusného urcitého integralu; tedy plati: S(U )= j f (x) dx| = —I (x) dx
¥ ¥
f
a |]| [ d hx
a 0 h X obr. 52 obr. 53

obr. 51
Obecn¢ se mize vyskytnout funkce, kterd v uvazovaném intervalu <a; b> nabyva jak kladnych tak i
zapornych funkénich hodnot. V tomto ptipadé¢ interval <a; b> rozdélime na intervaly, v nichz funkce nabyva

nekladnych (resp. nezapornych) hodnot, a pfislusné integraly vypocteme podle vySe uvedenych vztahii. Pro
obrazec na obr. 53 tedy bude platit vztah, ktery vyplyva =z aditivnosti uréitého integralu:

b
jf )dix - jf dx+jf )dx = jf dx+jf dx+jf(x)dx
d
1.11.4.1.2 UTVAR OMEZENY GRAFEM ViCE FUNKCI
Na obr. 54 je znazornén utvar U =U(a,b, f, g), ktery je omezen i

grafem spojitych funkei fa g a pfimkami x=a a x=>5. Pro viechna x  (a; b) /‘

plati: f(x)>g(x) a ob& funkce jsou v uvazovaném intervalu nezéporné.

Oznatime-li S(U, )= S(U(a, b, f)) a S(U,)= S(U(a, b, g)) , pak pro obsah ’\,_

dtvara Ul $(0)=5(0)-5(0:). 55 S(0)=J[7()-g@er. o =

obr. 54
Uvedeny vztah plati i v pfipad¢, kdy alespon jedna z funkci nabyva v intervalu <a; b> také zapornych

hodnot. Posunutim obou grafii po ose y tak, aby ob& funkce byly nezaporné, pfevedeme tento pfipad na
ptedchozi. Posunem obou kiivek se obsah daného utvaru nezméni.
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Na obr. 55 je zndzornén ptipad utvaru, ktery je v intervalu (a;b) ¥
ohraniCen tfemi kfivkami. V tomto pfipadé plati: S(U)=S(U,)+S(U,),

pficemz prinikem utvart U, a U, je hranicni usecka. Plochu utvaru U pak

vypo&itame na zakladé vztahu: S(U)=J.[f(x)—h(x)}dx+I[g(x)—h(x)]dx. = h 0 A
Ani v tomto pfipadé nezavisi na znaménkach funkénich hodnot funkci f; g obr. 55

ahv intervalu (a;b).

1.11.4.2 Objem rotacniho télesa

Nyni se budeme zabyvat vypoctem objemu rotacniho télesa, které¢ vznikne rotaci utvaru U =U (a, b, f )

kolem osy x. Uvahy, pomoci nichZ dosp&jeme k vyslednému vztahu, budou podobné jako uvahy, které vedly k
definici urcitého integralu (viz odstavec 1.11.3.1).

Na obr. 56 je zobrazen rovinny utvar, jehoz rotaci kolem osy x vznikne rotacni téleso. Jeho objem
oznacime V.

rs rs rs

¥ ¥ ¥

£ p%

b
*

1} a ], x 0 a p m h x 0 a M1m1=l: ™, h=M2=x
obr. 56 obr. 57

obr. 58

Pro prvni pfiblizeni hrubého odhadu objemu V" vzniklého télesa vyjdeme z nésledujici ivahy: V grafu
funkce f'si ozna¢ime minimum m a maximum M. Cislo m oznaduje polomér valce, ktery je rotaénimu télesu
vepsan, zatimco ¢islo M oznacuje polomér valce, ktery je rotacnimu télesu opsan (viz obr. 57, ktery znazoriuje
rovinny TUtvar rotujici kolem osy x). Pro hledany objem rotacniho télesa plati tedy nerovnost:
am’(b—a)<V <zM*(b-a).

Tento odhad je pouze orientaéni a je mozné ho dale zpfesnit tak, Ze budeme interval <a; b> postupné délit
na dve, i, Ctyfi, pét, ... asti. Na kazdou takto vytvofenou ¢ast znovu zopakujeme predchazejici ivahu. Na obr.
58 je zobrazeno déleni intervalu (a;b) na polovinu, tj. c—a=b-c. Na interval (a;c) aplikujeme vyse
uvedenou Gvahu: najdeme minimum m, =c¢ a maximum M, a vypoSteme objem zm/ (c—a) vepsaného a
objem 7M; (c - a) opsaného valce dané ¢asti rotacniho télesa. TotéZ provedeme na intervalu <c; b> a najdeme
objem 7m; (b—c) vepsaného a objem opsaného vélce 7M; (b—c) dané &asti rotacniho t&lesa.

Pro objem rotacniho télesa tedy plati nerovnost:
zm; (c—a)+mm; (b—c)<V <M} (c—a)+xM;(b-c).

Timto postupem bychom mohli pokracovat dale. S rostoucim poctem dild, na néz rozdélime interval
<a; b> , poroste pfesnost uréeni objemu rotac¢niho télesa, které vzniklo rotaci utvaru U kolem osy x.

Fs

Nejpiesn€jsi vysledek dostaneme, pokud by se nam povedlo y
rozdélit interval <a; b> na velké mnozstvi velmi uzkych c¢asti, u nichz
bychom mohli pfedpokladat, Ze jsou natolik Gzké, Ze maximum i
minimum splyvaji. Jinymi slovy, ze Siika jedné takové casti je skoro
nulova (viz obr. 59).

Vyjadieno matematicky, hledame takové rozdé€leni intervalu

=
[-L]
=
Y
w

. AV .
(a;b), pro které plati: lim —=7z/?(x), kde Ax je Sitka Casti, na
o0 Ax obr. 59
néz byl rozdélen interval <a; b> .
Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze Ax md vyznam délky, je Ax >0 a proto jsme uvazovali pouze jednostrannou

AV
imitu lim — =71 (x).
limitu Jim, ~ zf (x)
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Pravé napsana limita ale neni nic jiného nez derivace (zprava) funkce V' podle proménné x. Je mozné tedy

psat: lim —=——(=V"). S pouzitim vztahu lim %:ﬂfz(x) lze tedy psat: le—Vzﬂfz (x) =
+ Ax—0" X

Poznamka: Posledni provedena uprava, jak uz vime, neni matematicky zcela v pordadku. Nicméné pro ziskani
zakladni predstavy ,, odvozeni* vztahu pro vypocet objemu rotacniho télesa je postacujici. Z fyzikalniho (nebo
geometrického) hlediska je uprava naprosto v poradku, protoze umoziuje vypocitat ,, kousek objemu na zaklade
kousku pririistku x-ové souradnice “.

V: Objem V rotacniho télesa, které vznikne rotaci utvaru U =U (a,b, f ) kolem osy x, je dan vztahem:
b
V= ﬂjfz (x).dx.

Analogicky bychom postupovali v pfipadé, Ze téleso vznikne rotaci rovinného tUtvaru U =U (a, b, f )
kolem osy y. V tomto piipad¢ by bylo nutné misto funkce f = f (x) vyjadfit funkci g = g( y). Stejné tak meze,
kterymi by bylo ohraniceno téleso (a tedy i meze integralu), bychom hledali na ose y.

V: Objem V rotacniho télesa, které vznikne rotaci utvaru U =U (a,b, f ) kolem osy y, je dan vztahem:
V2
Vzﬂjgz(y).dy.

N

1.11.4.3 Délka kiivky
Pro vypocet délky ktivky provedeme podobné tvahy, jako pifi odvozovani plosného obsahu utvaru

ohrani¢eného grafem funkce (viz odstavec 1.11.4.1) nebo pii odvozovani objemu rotaéniho télesa (viz odstavec
1.11.4.2).

. Fy rs

¥ ¥

/ f
A A

-

-
-

a ]] x 0 a h x 0 a C h
obr. 60 obr. 61 obr. 62

Na obr. 60 je zobrazena spojita funkce f, jejiz graf pfedstavuje urCitou kiivku. Jeji délku / v intervalu
(a;b) budeme chtit nyni urcit. Jako prvni odhad délky poslouzi délka usecky 4B (viz obr. 61). Lepsi odhad

ostaneme, pokud interval <a;b> rozdélime na vice Casti (viz obr. 62): zde délku kiivky (grafu funkce f)

aproximujeme délkou lomené cary ACB.

Fy

Pravé uvedenym postupem je mozné pokracovat dale. S ¥
rostoucim pocte lomenych ¢ar, které nahradi uvazovanou kfivku, bude Al
vysledek (tj. na zaklad¢ lomené Cary A..B nahrazena délka) presnéjsi a Ay
bude se stale vice blizit délce skutecné kiivky. Idealni by bylo,
kdybychom interval (a;b) rozdglili na velké mnozstvi &asti, u nichz

bychom mohli pfedpokladat, ze lomena cara je pfesné stejna, jako : :
délka kfivky na zvolené &asti intervalu (a; b). Jinymi slovy hledame g—% e h ~

-

takové rozdéleni intervalu <a;b>, kdy délka jedné casti intervalu obr. 63

(a; b) je skoro nulova, tj. Ax — 0 (viz obr. 63).

Na zikladg obr. 63 je mozné pro element (,.kousek) Al délky kiivky / psat: Al =/(Ax)" +(Ay)" (na

zékladé Pythagorovy véty). Prave uvedenou rovnost je mozné dale upravit:
2
A . . ..
Al = (Ax)2 +(Ay)2 =Ax / 1 +(Eyj . Vzhledem k tomu, Ze pozadujeme, aby délka jedné ¢asti intervalu (a; b)

byla mala, bude maly i priristek délky kiivky A/. Matematicky vyjadfeno, je mozné psat:

2
lim Al =,/1+ (ﬂ) .
x=0" Ax Ax
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Poznamka: Vzhledem k tomu, ze Ax ma vyznam délky, je Ax >0 a proto jsme uvazovali pouze jednostrannou

2
limitu lim Al = l+(£] .

A0t Ax Ax
. , y L e, v ..o AL dl
Limita na levé strané neni nic jiného nez derivace (zprava) funkce / podle proménné x, tj. lim e = =
x—0" X
< e Ay dy o .
Podobné je mozné psat: hmE:d_: f (x) Na zakladé pravé provedenych uvah je mozné psat:
x—0" X

%:‘ l+(%jz =«[1+(f’(x))2 = dl=dx 1+(f’(x))2 — l:j: 1+(f'(x))2dx.

Poznamka: Jak uz vime, predposledni provedenda uprava neni matematicky zcela v poradku. Nicméné pro
ziskani zdkladni predstavy ,,odvozeni vztahu pro vypocet délky krivky je postacujici. Z fyzikalniho (nebo
geometrického) hlediska je uprava naprosto v poradku, protoze umoznuje vypocitat ,, kousek délky na zaklade
kousku pririistku x-ové souradnice “.

V: Necht je dana funkce f, ktera je spojitd v intervalu <a; b> a kterd ma ve vSech jeho vnitfnich bodech derivaci.
b
Délka / kiivky, ktera je grafem této funkce fna intervalu <a; b> , je dan vztahem: /= I A1+ ( f '(x))2 dx.

1.11.4.4 Povrch rotacniho télesa

Nyni se budeme zabyvat vypoctem povrchu rotacni plochy (tj. plast’ rotacniho télesa), ktera vznikne
rotaci grafu spojité funkce f'kolem osy x. Uvahy, pomoci nichz dospé&jeme k vyslednému vztahu, budou podobné
jako tivahy, které vedly k definici ur€itého integralu (viz odstavec 1.11.3.1).

Na obr. 64 je zobrazen graf spojita funkce f definované na uzavieném intervalu <a; b> , jehoz rotaci
kolem osy x vznikne rotac¢ni plocha (rota¢ni téleso). Jeji povrch oznadime S.
Pozndmka: Povrch rotacniho télesa budeme uvazovat bez podstav, tj. pouze plast.

rs rs rs

¥ ¥ ¥

<z b4

b
*

] a 3y x 0 a m L X 1] T M, =c m, h=M2;I
obr. 64 obr. 65

obr. 66

Pro prvni pfiblizeni hrubého odhadu povrchu S vzniklého télesa vyjdeme z nasledujici uvahy: V grafu
funkce f'si ozna¢ime minimum m a maximum M. Cislo m oznaduje polomér valce, ktery je rotaénimu télesu
vepsan, zatimco ¢islo M oznacuje polomér valce, ktery je rotacnimu télesu opsan (viz obr. 65, ktery znazoriuje
graf funkce f rotujici kolem osy x). Pro hledany povrch rota¢niho télesa plati tedy nerovnost:
2zm(b—a)<V <2zM (b—a).

Tento odhad je pouze orientaéni a je mozné ho dale zpfesnit tak, Ze budeme interval <a; b> postupné délit
na dve, i, Ctyfi, pét, ... asti. Na kazdou takto vytvofenou €ast znovu zopakujeme predchézejici ivahu. Na obr.
66 je zobrazeno déleni intervalu (a;b) na polovinu, tj. c—a=b-c. Na interval (a;c) aplikujeme vyse
uvedenou avahu: najdeme minimum m, =c¢ a maximum M, a vypoéteme povrch 27m, (c—a) vepsaného a
povrch 27M, (c - a) opsaného valce dané ¢asti rotacniho télesa. TotéZ provedeme na intervalu <c; b> a najdeme
povrch 27zm, (b—c) vepsaného a povrch opsaného vélce 27M, (b—c) dané &asti rotacniho télesa.

Pro povrch plasté rotacniho télesa tedy plati tato nerovnost:
27em, (c—a)+2xm,(b—c)<S<2zM,(c—a)+27xM,(b-c).

Timto postupem bychom mohli pokracovat déale. S rostoucim poctem dilt, na néz rozdélime interval
<a; b> , poroste pfesnost uréeni povrchu rota¢niho télesa, které vzniklo rotaci grafu funkce fkolem osy x.

Nejptesnéjsi vysledek dostaneme, pokud by se nam povedlo rozdé€lit interval <a; b> na velké mnozstvi

velmi uzkych ¢asti, u nichz bychom mohli piedpokladat, ze jsou natolik zké, Ze maximum i minimum skoro
splyvaji. Jinymi slovy, Ze Sifka jedné takové ¢asti je skoro nulova (viz obr. 67).
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Vyjadteno matematicky, hleddme takové rozdéleni intervalu ¥
(a;b), pro které plati: lim %z%zf(x), Al je délka &asti grafu
Al—0*

funkce f, ktera odpovida ¢asti Ax intervalu (a;b). Element délky Al

grafu funkce f predstavuje vysku elementarniho valecku, ktery na ¢asti
Ax intervalu (a; b}, nahrazuje rota¢ni téleso.

obr. 67

Pozndmka: Vzhledem k tomu, ze Al md vyznam délky, je Al >0 a proto jsme uvazovali pouze jednostrannou
AS

limitu lim — =2 .

imitu lim, N 7 f(x)

Pravé napsana limita ale neni nic jiného nez derivace (zprava) funkce S podle proménné /. Je mozné tedy
AS dS AS ds
sat:  lim —=—(=S"). S pouzitim vztahu lim —=27f(x) lze ted sat: —=27f(x) =
psit: Jim N = =5)- S v Jm S =2 ) y psitc Sy =2mf (x)

ds =2z f (x).dl .

Element d/ délky grafu funkce f je mozné napsat podle odvozeni z odstavce 1.11.4.3 ve tvaru:

dl = dx1[1+(f’(x))2 . Pro element dS povrchu pak lze tedy psat: dS =27z f (x)dl = 27zf(x)dx,/1+(f'(x))2 .
b
Odtud pak dostavame: S =27 f(x)\[1+(/"(x)) dx

Pozndmka: Posledni provedené upravy, jak uz vime, nejsou matematicky zcela v poradku. Nicméné pro ziskani
zdkladni predstavy ,,odvozeni” vztahu pro vypocet povrchu plasté rotacniho télesa jsou postacujici. Z
fyzikalniho (nebo geometrickeho) hlediska je uprava naprosto v pordadku, protoze umoziiuje vypocitat ,, kousek
povrchu plasté na zaklade kousku prirustku x-ové souradnice (resp. délky kiivky) “. Odvozeni na urovni vysoké

vevr

dokazat a pochopit tyto véty neni na urovni stredni Skoly zcela trivialni.
V: Necht’ je dana funkce f, ktera je spojitd v intervalu <a; b> a ktera ma ve vSech jeho vnitfnich bodech derivaci.

Povrch S pléasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu této funkce f kolem osy x, je dan vztahem:
b
S =2z £ (x)yf1+ (/" (x)) dx.

1.12 Tenzory

Ve fyzice se setkavame s fadou fyzikalnich veli¢in, které se podstatnym zptisobem lisi: u nékterych staci
k jejich plné charakteristice jedno Cislo, u jinych je potieba Cisel vice. Podle toho miizeme fyzikalni veli¢iny
rozd¢lit na:

1. skalary (tenzory 0. fidu) - veli¢iny, k jejichz plnému popisu staéi jediné ¢islo (3° =1); jedna se
napf. o hmotnost, teplotu, hustotu, ...

2. vektory (tenzory 1. ¥adu) - veli¢iny, které k plnému popisu potiebuji tii ¢isla (slozky: 3' =3);
jedna se napf. o silu, zrychleni, rychlost, ...

3. tenzory 2. ¥adu - veli¢iny, k jejichz popisu je nutné znat devét &isel (slozek: 3° =9); jednd se
napf. o moment setrvacnosti, napéti pii deformaci pruznych téles, ...

4. tenzory vysSich tadd - veliiny, které ke svému plnému potiebuji znalost obecné 3"
(neN;n>3) cisel (slozek); jedna se napt. o tenzor piezoelektrickych vlastnosti krystalu (27

slozek), tenzor napéti anizotropniho télesa (81 slozek), ...

Pochopitelné, ze ne kazdy libovolny vybér 3" ¢isel tvoii slozky tenzoru n - tého tadu. Soufadnice
tenzoru mohou byt ale v riznych bodech prostoru rizné a mohou se ménit v zavislosti na ¢ase. Slozky tenzoru
tedy mohou byt funkei jak prostoru tak casu.

Drtive nez se dostaneme k tenzorum, zavedeme pojmy skalary a vektory, které jsou sice intuitivné jasné,
ale které vyborn¢ poslouzi pfi definici tenzoru. Za vztaznou soustavu budeme vzdy volit kartézsky systém
soufadnic.

1.12.1 Skalary

D: SKALAR JE VELICINA, V LIBOVOLNEM SOURADNEM SYSTEMU DEFINOVANA JEDINYM CISLEM
(NEBO FUNKCI), KTERE SE PRI ZMENE SOURADNEHO SYSTEMU NEZMENI.

Poznamka: Zménou souradného systéemu je myslena vzdy néktera z transformaci kartézského systéemu souradnic
popsana v odstavcich 1.6.
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Skalar je tedy invariantem (konstantni) vzhledem k transformacim kartézského systému soufadnic, pfi
némz se neméni jednotky méfitek na osach kartézského systému (tj. Ze jedna soustava nevznikne z jiné napf.
natazenim jedné z os).

Piiklad: V kartézské soustavé Oxy v roving jsou dany dva body A =[x,;y,] a B=[x,; y;]. Dokaite, 7e délka
usecky 4B je skalar.

Redeni: Délka useCky AB dvou bodi v roviné je vztahem, ktery vychdzi z Pythagorovy véty:

|4B| = \/(x =) (v = )2 . Budeme-li chtit nyni vyjadfit délku této isecky v soustavé soufadnic Ox'y’,
ktera vznikne z plvodni soustavy soufadnic Oxy otofenim a naslednym posunem pocatku do bodu o
soufadnicich [xo; yo], je mozné vyjadrit soufadnice bodli 4 a B v této carkované soustavé soufadnic pomoci

L . ) ) x' cosa —sina\(x X,
transformacnich vztahi, které byly odvozeny v odstavci 1.6.1.3: | |=| | - .
y sina  cosa )\ y) |y,
Bod A4’ ma tedy soufadnice A'=[x';))]=[x,cosa—y,sina—x,;x,sina+y,cosa—y,|, analogicky pro
bod B' dostavame: B'=[x}; y,|=[x;cosa—y,sina—x,; xzsina+ y;cosa—y,|. Pro délku usecky A'B’
pak plati:
’ 72 ’ 1\2 . 2
|4B] =\/(xA —xp) +(V = i) :\/(cosa(xA —x,)—sina(y, - yy))

+(sina(xA —xy)+cosa(y, —yB))2 =

=\/cos2a(xA —x,) —2sinacosa(x, —x,) (v, —y,)+sin*a(y, —y,) +

+sin® a(x, —x3)2+2sinacosa(xA —xB)(yA—yB)+005201(yA—yB)2 =\/(xA —xE)2+(yA—yB)2 :|AB|

1.12.2 Vektory

Vektorové veli€iny (posunuti, sila, zrychleni, ...) jsou dany trojici redlnych Cisel nebo funkci. Je tieba si
ale uvédomit, ze vektor neni libovolna kombinace tii ¢isel, neni to vybér tii skalarnich veli¢in.

Priklad: Dvéma Cisly (tj. dvéma skalary: tlakem a teplotou) je mozné popsat stav idealniho plynu a stejné tak
dvéma Cisly (dvéma skalary: rozdily Ax a Ay je mozné popsat posunuti v roving. Pii zméné soufadného

systému soufadného systému se teplota ani tlak nezméni, protoze z té€chto veli¢in neni mozné vytvorit vektor,
zatimco rozdily soufadnic se zméni piesné podle piislusné transformace (na zakladé ptikladu z odstavce 1.12.1
je ale jasné, Ze velikost uvazovaného posunuti se nezméni). (Navic neni mozné, aby kazda ze souradnic vektoru
m¢la jinou jednotku!)

Trojice ¢isel nebo funkci, ktera definuji vektor, se pfi zméné souradného systému zméni. Zmeéni se ovsem
podle takového zakona, podle kterého obé trojice v kazdém ze soufadnych systémti definuji jeden a tentyz
vektor. Nejobecnéjsi transformaci kartézského systému soutadnic je jeho otoceni (viz odstavec 1.6.2) spojené s
posunutim. Vzhledem k tomu, Ze vektor je dan pouze rozdily soufadnic Ax, Ay a Az, je pro nas posunuti

nezajimavé, protoze posun by se projevil pouze v soutfadnicich bodl a nikoliv v soufadnicich rozdila (pfi rozdilu
soufadnic dvou bodl se posun vzajemné odecte). Pii této prilezitosti je vhodné pfipomenout rozdil mezi
vektorem a umisténim vektoru.

Na obr. 68 jsou znazornény vektory u, v a w, které jsou riznymi ¥

umisténimi téhoZ vektoru u . Vsechny tii vektory maji totiz stejnou velikost, A'

stejné soufadnice (jsou dany rozdilem pocatecniho a koncového bodu —
vektoru). Skutecnost, do jakého bodu vektor umistime, neovlivni soufadnice /
daného vektoru. Tento fakt vychazi z toho, Ze vektoru je mozné priradit /

orientovanou uUsecku v prostoru, a tudiz jeho slozky odpovidaji rozdiliim
kartézskych soutadnic pocatecniho a koncového bodu této tsecky.

obr. 68

Definice vektoru vychazi z defini¢nich vztahti transformace kartézského systému soutadnic uvedenych v
odstavci 1.6.2. V tomto odstavci je mozné také najit legendu k pouzitému znaceni.

D: VEKTOR JE VELICINA, DEFINOVANA V KAZDEM SOURADNEM SYSTEMU TROJICI CISEL (NEBO
FUNKCI) v, v,, V5 , KTERE SE PRI ZMENE SOURADNEHO SYSTEMU MENI PODLE VZTAHU:

4 —_

v, =V, cosa, +V, cos 5, + v, cosy,
’

Vv, =V, c08a, +V, cos 5, + v, cos ¥,
r_

Vi =V, €08, +V,cos By +V, Cosy,.

CiSLA (NEBO FUNKCE) V,, V,, v, NAZYVAME SLOZKY VEKTORU.

60

-



© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha 1 Matematika pro fyziky

Tato definice umoziuje piejit pfirozenym zptsobem k definici tenzoru druhého a vyssiho fadu (viz
odstavec 1.12.3), jednak dovoluje z jednotného hlediska zkoumat tenzorové vlastnosti fyzikélnich velicin.

1.12.3 Tenzory 2. Ffadu

Povidani o tenzorech zestru¢nim na nejvy$$i moznou miru. Odstavce o tenzorech a jejich vlastnostech
neplati obecné - zam&fim se jen na tenzory druhého fadu (tj. na ty nejjednodussi). Ani zde ale nebude podan
vyklad kompletni. V piipadé specialnich pozadavki na vysokych Skolach je nutno nastudovat detailnéjsi
literaturu.

Podobnym zpiisobem jakym se definuje vektor (viz odstavec 1.12.2), je mozné definovat i tenzor:

D: TENZOR 2. RADU JE VELICINA, V KAZDEM SOURADNEM SYSTEMU DEFINOVANA DEVITI CISLY
(NEBO FUNKCEMI) T}, (PRO i, j =1,2,3), KTERE SE PRI ZMENE TOHOTO SOURADNEHO SYSTEMU

MENINA T}/ PODLE VZTAHU:
’
T; =T cosq, cosa; + T, cosa, cos B, + T, cosq, cos y , +
+T,, cos B, cosa, +T,, cos 3, cos 3, + T, cos 5, cos y , +
+T;, cosy, cosa; + T, cosy, cos 8, +Ty; cosy, cosy ;.

CisLA T, NAZYVAME SLOZKY TENZORU 2. RADU.

Nekdy je dobré zapsat slozky tenzoru 2. fadu pomoci matice (vice o maticich je v odstavci 1.3), které se

L T, T
fika matice tenzoru: 7, =\ 7,, T,, T,
L T, Ty

Tenzor je tedy jakasi tabulka ¢i matice, jejiz jednotlivé slozky maji uréité vlastnosti. Tyto vlastnosti
zarucuji, ze se tenzor bude pii piechodu z jedné soustavy do druhé ,,dobfe transformovat®. OvSem ne kazda
matice je tenzorem!

Definice tenzoru 2. fadu je oproti definici vektoru z odstavce 1.12.2 komplikovanéjsi. Zjednoduseni by
mohlo pfinést pouziti Einsteinova sumacniho pravidla (viz odstavec 1.7.3.3) piipadné dalsi pfeznaceni
pouzivanych veli¢in. Toto pfeznaceni sice vyrazné zjednodusi zapis jednotlivych slozek tenzoru, nicméné uz
»prestane byt vidét podstata™ (tj. souvislost s transformaci systému soufadnic), takze toto pieznaceni a
»zjednoduseni“ nebudeme provadét. Stejné tak se nebudeme zabyvat tenzory vyssich fadu. Jejich definice v
symbolech z definice tenzoru 2. fadu by byla dost komplikovana.

Proto si ukazeme pouze nékteré z vlastnosti tenzord na tenzorech druhych fadi. U tenzord vyssich rada
by to bylo podobné.

Nebudou-li v dal§im textu vyslovné¢ uvedeny meze pro jednotlivé tenzorové indexy, vyuZiva se
Einsteinovo sumacni pravidlo, které je vysvétleno v odstavei 1.7.3.3.

1.12.3.1 Tenzorovad algebra aneb zdakladni vlastnosti a operace s tenzory 2. ifadu

Zvlastni misto mezi tenzory zaujima nulovy tenzor.

D: NULOVY TENZOR DRUHEHO RADU JE TENZOR T , JEHOZ VSECHNY SOURADNICE JSOU NULOVE,
TI. PLATI: T, =0 PRO i, j=1,2,3.

Jednotkovy tenzor je zaveden v odstavei 1.12.3.3.

Nyni se podivdme na zadkladni operace s tenzory. Jako prvni se nabizi scitani dvou tenzort. Scitat je
mozné jen tenzory stejného fadu a struktury. Tenzory s¢itdme tak, Ze secteme jejich odpovidajici souradnice:

D: NECHT A=(4;) A B=(B;) JSOU DVA TENZORY DRUHEHO RADU. TENZOR C, PRO KTERY

PLATI C=A+B, SE NAZYVA SOUCET TENZORU, PRICEMZ PLATI C,=4,+B;, PRO
i,j=12,3.

Je zfejmé, Ze scitani je mozné zobecnit na libovolny pocet s¢itanca.
Nasobeni tenzoru skalarem se provadi tak, ze danym skalarem nasobime kazdou soufadnici tenzoru:

D: NECHT A= (A,.j.) JE TENZOR DRUHEHO RADU A A REALNE CiSLO (SKALAR). TENZOR B, PRO

KTERY PLATI B =14 , SENAZYVA NASOBEK TENZORU A PLATI B, = AAZ./. PRO i, j=1,2,3.

Existuji dalsi operace, které je mozné provadét s tenzory (nasobeni tenzord, uZeni tenzord, ...), ale ty se
uz tykaji tenzord vysSich fadd. Vzhledem k tomu, Ze je fe¢ o tenzorech druhych tadi, nema smysl mluvit o
téchto dalSich operacich. Zapis téchto operaci vychazi ze zapisu definice tenzoru vyssiho tadu, ktera je odlisna
(nejen obsahem, ale i formou zépisu) od definice tenzorti druhého fadu, ktera byla uvedena v odstavci 1.12.3.
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Tak naptiklad tenzor, ktery je souc¢inem dvou tenzort, je fadu, ktery je souctem adi obou nasobenych
tenzord. Stejné tak operace Uizeni tenzort dava jako vysledek tenzor, ktery je o dva fady mensi nez je tenzor
puvodni.

1.12.3.2 Symetrické a antisymetrické tenzory

Pro dalsi pocitani a nektera pfipadna zjednoduseni, ktera se objevuji i ve fyzikalnich aplikacich tenzort,
se zavadi tyto ,,specialni* tenzory - symetricky a antisymetricky.

D: TENZOR 2. RADU T:(TA), PRO JEHOZ SOURADNICE PLATI T, =T, PRO i, j=1,2,3 SE

i g

NAZYVA SYMETRICKY TENZOR.

Analogicky se definuje i antisymetricky tenzor:

PRO 7, j=1,2,3 SE

i Ji

D: TENZOR 2. RADU T =(T;), PRO JEHOZ SOURADNICE PLATI T, =-T,

NAZYVA ANTISYMETRICKY TENZOR.

Pokud o n¢jakém tenzoru vime, Ze je symetricky nebo antisymetricky, zjednodusi se vypocty, které s nim
budeme provadét. K zadani symetrického tenzoru 2. fadu totiz sta¢i misto pivodné 9 soutadnic (Cisel) jen 6
soutadnic (Cisel). Symetricky tenzor je totiz symetricky podle své hlavni diagonaly - staci tedy zadat tfi ¢isla na
hlavni diagonale, tj. ¢isla T}, a pak tii ¢isla pod touto hlavni diagonalou.

U antisymetrického tenzoru je situace jeSte¢ jednodussi. Vzhledem k jeho definici staci zadat jen 3
soufadnice (Cisla). Ma-li totiZ platit 7, = -7, i pro prvky na hlavni diagonale, pak musi byt 7, = -7, . Tomu ale
odpovida jediné soutadnice (Cislo) a to nula. Antisymetricky tenzor ma tedy na hlavni diagonale nuly a k jeho
plnému urceni staci zadat tfi soutadnice (Cisla) pod touto hlavni diagonalou.

Praveé uvedené vlastnosti (tedy symetrie a antisymetrie tenzoru) jsou invariantni (neménné) pii zméné
soustavy soufadnic.

. = . 1 1
Budeme-li uvazovat tenzor T :(7;].), pak urcit¢ plati: 7, :5(7; +Tj,.)+5(T i —Tj,.). Ozna¢me nyni

1 1 . . < . .

S, =E(T” +Tﬁ) a 4, =E(T,j —Tﬁ). Tim jsme ziskali tenzor S =(Sij), ktery je symetricky, protoze plati:
1 1 . . - . . . .

S, = —(T.. +T..):E(Tﬁ +7:j) =S, . Déle jsme dostali tenzor 4= (Al.j), ktery je antisymetricky, protoze jiste

i 2 q Jt

-T

i

. 1 1
plati: A4, = 5(7:/ -T; ) = _E(Tfi
Jinymi slovy: kazdy tenzor je mozné zapsat jako soucet tenzoru symetrického a antisymetrického.

)= —A4;;. Jingmi slovy, pivodni tenzor T lze zapsat ve tvaru T=S+4.

D: POSTUP, KTERYM SE ZE SOURADNIC (T) TENZORU T TVORI SOURADNICE SYMETRICKEHO

g

< s 1 o .
TENZORU S DEFINICNIM VZTAHEM S,.j = 5(7; + Tﬂ) , SE NAZYVA SYMETRIZOVANI TENZORU

T.
D: POSTUP, KTERYM SE ZE SOURADNIC (Ty) TENZORU T TVORI SOURADNICE ANTISYMETRICKEHO

- s 1 - i =
TENZORU A DEFINICNIM VZTAHEM 4, = 5(]}/. —T/.,.) , SENAZYVA ALTERNOVANI TENZORU T .

V pripadé, Ze je tenzor T symetricky (resp. antisymetricky) je jeho antisymetricka cast A (resp.
symetricka ¢ast S ) nulovy tenzor.
Symetrickou ¢ast tenzoru (resp. pfimo symetricky tenzor) lze jesté rozdélit na dveé ¢asti.

D: STOPA SYMETRICKEHO TENZORU I SE ZNACI SYMBOLEM #T (NEKDY TEZ SpT) A JE

- 3
DEFINOVANA TAKTO: 7T = SpT =Y T, =T,.

i=1

Poznamka: Posledni uprava definicniho vztahu stopy tenzoru vychazi z Einsteinova sumacniho pravidla (viz
odstavec 1.7.3.3).

Stopa symetrického tenzoru tedy je soucet prvkl na jeho hlavni diagonale.

— 5 y i 1/ =
D: TENZOR D, JEHOZ SOURADNICE D[.j JSOU DEFINOVANY VZTAHEM fo = T.f ——(tl”T )5

i [/

SE

NAZYVA DEVIATOR SYMETRICKEHO TENZORU T . 5,.]. JSOU SOURADNICE KRONECKEROVA
TENZORU.
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o , R YN
Deviator je mozné psat i ve tvaru bez soutadnic uvedenych tenzort: D =T —g(trT )5 .

Deviator i stopa maji v nékterych oblastech fyziky dulezitou roli (deviator tenzoru napéti a tenzoru
deformace se pouziva v teorii malych pruzné elastickych deformaci, ...).

U tenzord vysSich fadt nez druhého je tieba si uvédomit, Ze je nutné mluvit o tenzoru, ktery je
symetricky v urCitych dvou indexech. Tenzor druhého fadu (majici dva indexy), je symetricky (v obou
indexech). U tenzorti vySsich fadd je ale tfeba zddraznit indexy, vzhledem k nimz je tenzor symetricky.
Analogicka poznamka plati i pro antisymetrické tenzory vyssich radu.

1.12.3.3 Izotropni tenzory

Zvlastni postaveni mezi tenzory maji tenzory, jejichz soufadnice se pii zméné soustavy soufadnic
neméni. To znamenda, Ze maji stejné soufadnice ve vSech soustavach soufadnic. Takové tenzory se nazyvaji
izotropni tenzory.

Kazdy skalar je izotropni tenzor nultého fadu (viz ptiklad v odstavci 1.12.1, kde bylo ukazano, ze délka
usecky je invariant - neméni se pii zméné soustavy souiadnic). Izotropni tenzory prvniho fadu (tj. vektory)
neexistuji.

Izotropnim tenzorem 2. fadu je Kroneckerv symbol &,. N&kdy se tomuto tenzoru 5 =(5l./.) fika

jednotkovy tenzor, nebot’ matice sestavena z jeho soufadnic je matice jednotkova. VSechny izotropni tenzory
druhého adu maji tvar: k& = (k3 ), kde k je nenulové redlné islo.

1.12.4 Levi-Civituv symbol (tenzor)

Levi-Civitiv tenzor & = ( Uk) je tenzor 3. fadu, antisymetricky ve vSech indexech. To znamena, Ze je

antisymetricky ve v8ech dvojicich i, j; j, k; i, k. Nenulové soufadnice tohoto tenzoru nabyvaji hodnot +1.

Z antisymetri¢nosti tenzoru plyne, ze nulovymi soufadnicemi jsou vSechny soufadnice, jejichz alespon
dva indexy jsou stejné. Hodnotu +1 pfifazujeme té soufadnici, jejiz indexy (navzdjem rizné) tvoii sudou
permutaci skupiny 1, 2, 3, hodnota —1 pfislusi té soufadnici, jejiz indexy tvofi lichou permutaci skupiny 1, 2, 3.

Tedy dostavame: €,y =&y, = &3, =1, & =63 =6y =—1 @ &, =6, =613 =6y =63 =&y =&y =

=€y T Ty T Ey =y T Ey T Eyp =y T Eyyy =&y =y = &3 =&y =633, =0

Piiklad: Zapiste pomoci Levi-Civitova tenzoru vektorovy soudin dvou vektorti u = (uy;uy;us) a v=(v;v,; ).

Reseni: S vyuzitim Einsteinova sumacmho pravidla (viz odstavec 1.7.3.3) mizeme souradmce vektoru prepsat
takto: u —(u /.) a v—(vk) Pro vektor w , ktery je vektorovym soucinem vektorti uav plati: w=uxv. Pro

soufadnice vektoru w pak plati: w, =¢g,u;v, (opét s vyuZitim Einsteinova sumacniho pravidla). Bez

i i
33
Einsteinova zjednoduSeni by bylo nutné psat: w, = Z Z &;u,;v; - Rozpisem tohoto vyrazu dostaneme:
=1 k=1
W = E UV + Eph V) + &3l V3 + Ep Uy V) + E5plly Vo F Ep3lhy V3 + Ej3 UsV) + EipllyVy + E53UsV; =

i = €
= &V, F E 3y Vs + Ep Uy V) F Englly Vs + E U3V, + Ei3p U5V,

Pti vypoctu jednotlivych soufadnic pak mame:

W = EplhVy + E 3V + Epy Uy V) + Epg3lhy V3 + 13 UV + E3pUsVy = Uy —UsY)

Wy = EyplhVy + Ex 3l V3 + Exp Us V) F Enpslhy V3 + En3 UV + EpypllyVy = —Uy V3 + UV,

Wy = &3V, + E33U Vs + E3 Uy V) + Egp3lhy Vs + E33 U3V, + E33Us V) = UV, — U,V

Tyto soufadnice ale piesné odpovidaji soufadnicim vektorového soucinu z odstavce 1.8.2, kde byl vektorovy
soucin definovan.

Levi-Civitdv symbol (tenzor) velice uzce souvisi s Kroneckerovym delta (viz odstavec 1.7.3.1) vztahem

EpEiy = 0,0, — 0,0, (bylo pouzito Einsteinova sumacniho pravidla definovaného v odstavci 1.7.3.3).

Pouziti tohoto tenzoru (symbolu) je podobné jako pouziti symbolu Kroneckerovo delta (viz odstavec
1.7.3.1): v urcitych ptipadech zkracuje a z technického hlediska zjednodusuje zapis rovnic, veliin, vztaht,
Aby se ale jednalo skute¢né o zjednoduseni, je nutné jej dokonale zvladat a znat jeho vlastnosti.

1.12.5 Tenzor napéti

Tenzor napéti je jednim z nejdulezitéjSich tenzord, které se pouzivaji ve fyzice. Podle tohoto tenzoru
dokonce dostaly tenzory své jméno, nebot’ v latiné znamena fensio napéti. Diive nez ale vysvétlime, co je to
tenzor napéti, je tieba se seznamit se zakladnimi fyzikalnimi pojmy z mechaniky kontinua.
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Kontinuum je termin, ktery oznacuje spojité prostredi, jehoz vlastnosti se méni spojit¢ bod od bodu. Je
urceno svym objemem ¥ a hustotou p . Kontinuum je zcela odlisné od tuhého t€lesa. Jestlize tuhé t€leso je

modelem nedeformovatelného télesa (v praxi se mu blizi napf. deska stolu, zeleznd kovadlina, ...), tak
kontinuum predstavuje naopak téleso, které je mozné deformovat. Navic mize dochdzet k vice druhim
deformace na tomtéz télese (napi. pii natahovani gumy dochdzi ve sméru plsobeni natahovaci sily k jejimu
prodluzovani, zatimco ve sméru kolmém se guma ztencuje - je tedy deformovana zaroven tahem i tlakem). Za
kontinuum lze v praxi povazovat gumu na trampolin€, myci houbu, voda v naddob¢, plyn v poutovém baldnku,

v

Bude-li na takové téleso pisobit néjaka vnéjsi sila, mize jit o silu:
1. objemovou
2. plosnou

Sily objemové (gravitacni, ...) plisobi na objemové elementy télesa a jsou umérné hmoté v tomto
elementu obsazené. Vztahujeme je na jednotku objemu a jeji velikost zavisi na poloze elementu objemu dV v
télese. To znamena, Ze velikost a smér této sily se méni se zmenou pusobiste sily. Jestlize oznac¢ime objemovou

silu (4. silu vztaZenou na jednotku objemu) F, = (F,; Fy,; F,5 ), pak na objemovy element d¥ piisobi objemova
4

sila F,dV . Vysledna objemova sila pisobici na téleso o objemu Vje F = IF,,d V.
0

Sily plosné plisobi na jednotku plochy (na plosné elementy dS) a jsou umérné velikosti plosného
elementu. Jedna se napf. o silu, kterou ptsobi kapalina (nebo plyn) na stény nadoby, v niz jsou uzavieny, o silu,
kterd pisobi na libovolny horizontalni fez vertikalné zavéSené a zatizené gumy, ... Plosna sila vztazena na
jednotku plochy se nazyva napéti (u kapalin a plynli ma tato veli¢ina nazev tlak). Vzhledem k tomu, ze se jedna
o podil vektorové veli¢iny (sily) a skalarni veli¢iny (element plochy), je vysledkem vektor. Tento vektor (vektor

napéti) se znaci T . Plosna sila pusobici na element plochy dS je dana tedy vztahem d F=TdS .

Uvazujme nyni plosny element (plosku) prochazejici bodem P, ktery prochdzi normalovy vektor n
plosky dS (viz obr. 69). Tento normalovy vektor urcuje orientaci plosného elementu dS. (Je tedy mozné mluvit o
dvou orientacich plosného elementu dS.) Smér vektoru T obecnd nemusi splyvat se smérem normélového
vektoru 7. Je ziejmé, ze vektor napéti T nezavisi jen na bodu P, tj. na umisténi plosky dS, ale i na normale n,
tj. na orientaci plosného elementu dS: T = T(Z) . Prochazi-li tedy bodem P vice plo$nych elementl s riznymi

normalami, pak vysledné vektory napéti jsou také rtizné. Jinak feceno: rizné orientovanym plosnym elementiim
prochézejicim bodem P, odpovidaji riizné vektory napéti v tomto bode¢.

obr. 69 obr. 70

Sila dF =TdS vyjadiuje vzajemné silové plisobeni dvou ¢asti uvazovaného télesa na plosce dS, které z
obou stran pfiléhaji k této plosce. Je ziejmé, ze podle tietitho Newtonova zakonu (zdkon akce a reakce) je sila,
kterou ptsobi prvni ¢ast na druhou, stejné velka ale opaéného sméru nez sila, kterou pisobi ¢ast druha na prvni.

To znamena, Ze plati: 7’(:1) = —7’(2) .

Vzhledem k tomu, Ze vektor napéti T nemusi obecné splyvat se smérem normalového vektoru (normaly)
plochy, je mozné rozlozit vektor napéti do dvou navzajem kolmych slozek: normalového napéti f, a te¢ného
(smykového) napéti f (viz obr. 70). Pro tato dvé napéti plati: f, + 7, =T.

Element plochy dS, ktery je zobrazen na obr. 69, lze slozit ze tii vzajemné kolmych elementid plochy dS,,

dS, a dS, takovych, Ze ploska dS, je rovnobézna se soufadnicovou rovinou x,x,, dS, je rovnobézna s

rovinou x,x, a dS, je rovnobéZzna s rovinou x,x,, jak je zobrazeno na obr. 71. Normélové vektory k ploskam
ds,, dS, a dS; jsou po fad¢ vektory eT, Z a Z . Vektory napéti, které¢ odpovidaji ploskam dS,, dS, a dS,

jsou po fadé, vektory 7"(@7) , T(Z) a T(Z) . Kazdy z téchto vektort je mozné vyjadrit jako linearni kombinaci
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vektor baze e, , e, a e, (podrobnéji o bazi viz odstavec 1.2.2), takze dostavame: T (e,.): qu e; =7,e, pro
j=1

i=1,2,3 (posledni Gprava je provedena na zaklad¢ Einsteinova sumacniho pravidla - viz odstavec 1.7.3.3).
Pravé uvedenym vztahem je definovano 9 ¢isel, ktera jsou soutadnicemi tenzoru 2. fadu - tenzoru napéti
7. Na zéakladg praveé uvedeného a na zakladé rozkladu vektoru napéti do dvou kolmych slozek fl a ft je
ziejmé, ze z praveé uvedenych 9 soufadnic tenzoru napéti T udavaji soufadnice na hlavni diagonale (tj.
soufadnice 7,,, 7,, a 7j;) velikosti normélovych napéti a zbyvajicich 6 soufadnic (tj. soufadnice z; pro i# j)

velikost smykovych napéti.

Pomoci soufadnic tenzoru napéti 7 lze ziskat vektor napéti T(ﬁ) X3
pro libovolny normalovou vektor n . Budeme-li uvazovat plosny element

dS, ktery prochazi bodem P a ktery ma normalu n= (nl; ny; hy ) , je mozné

- 3
psat T, (n) = Zz'j,.nj =7,n; pro i=1,2,3 (opét bylo pouzito Einsteinovo

J=1

sumacni pravidlo z odstavce 1.7.3.3). Vektor napéti T(ﬁ) ma pfitom _;
soufadnice 7'(n)= T, n 3 T, n ; T, n . Jinymi slovy: vektor napéti T(n E
0
S ‘o T s - —*
je jednoznaéné uréen tenzorem napéti 7 a normalovym vektorem n &

elementu plochy dS. Xy

obr. 71

1.12.6 Tenzorova analyza

V technickych aplikacich matematiky (fyzika, elektrotechnika, ...) se v pokrocilejSich partiich
neobejdeme bez urcitych, na prvni pohled ponékud komplikovanych operaci, které ale velmi zjednodusuji
jednak matematicky zapis problému a jednak zpiehlednuji danou fyzikalni, elektrotechnickou, ... problematiku.
V tomto textu se patrné nedostaneme tak daleko, abyste na pochopili zjednoduseni fyzikalniho aspektu véci, ale
budu se snazit tyto operace vysvétlit bez slozitych definici a pokud mozno srozumitelné.

1.12.6.1 Hamiltoniiy operdator nabla

vvvvvv

operator je pojmenovan po irském matematikovi a fyzikovi Williamu Rowanovi Hamiltonovi (4. 8. 1805 - 2. 9.
1865), ktery zavedl do matematiky kvaterniony (usporadané Ctvefice realnych Cisel - jakousi nadstavbu Cisel
komplexnich), podilel se na rozvoji maticové algebry a tim neptimo pfisp€l i k rozvoji fyziky. Pomoci operatoru
nabla je mozné v soufasném zpusobu zapisu rovnic a fyzikalnich veli¢in velice jednoduse zapsat fadu
fyzikalnich vysledkt (napf. Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole, ...).
Hamiltontiv operator nabla je definovan takto: V= i; i; 9
Ox Oy Oz
vektorovy operator, ktery musi byt aplikovan na néjakou funkci. Aplikace na jakoukoli dalsi funkci (skalarni,
vektorovou, ...) spociva ve vynasobeni tohoto operatoru (skalarng, vektorove, ...) danou funkei.

J (znak V se cte ,,nabla®). Jedna se o

Poznamka: Operator nabla je vysvetlovan v ramci tenzori, protoze se da ukdzat, Ze md vlastnosti tenzoru. Je to
tedy tenzor. V dalsim s nim ale tak pocitat nebudeme - ukazeme jen jeho pouZiti.

1.12.6.2 Gradient, divergence, rotace

Gradient, divergence a rotace jsou linearni diferencialni operatory. Linearni proto, Ze se v nich derivace
dané funkce vyskytuje v prvni mocniné (tj. je linearni), diferencialni proto, Ze jsou definovany pomoci derivace.
Vzhledem k tomu, ze fyzikalni veliCiny zavisi vét§inou na vice parametrech (proménnych), jedna se o derivace
parcialni. Vysvétleni parcidlnich derivaci je uvedeno v odstavci 1.10.4.6.2.

Gradient, divergence a rotace se definuji pomoci operatoru nabla (viz odstavec 1.12.6.1). Slova
»gradient”, , divergence a ,rotace™ (resp. jejich zkratky grad, div a rot) jsou pouze zkracenim matematického
zapisu. Pfi vlastnim vypoctu je tfeba tyto zkratky ,,deSifrovat” rozepsanim a vyjadfenim pomoci nabla operatoru.

Vsechny uvedené operatory maji své presné definice. Pokusime se ale zavést jednotlivé operatory bez
slozitych definic pomoci urcitého ,triku“. Tento ,.trik* spociva v tom, ze si uvédomime, jaké souliny lze
provadét s vektory:

1. soucin bez oznadeni - lze aplikovat na vektor v askalar 4 a vysledkem je vektor (A4 nasobek

vektoru v ): w=Av nebo jej lze aplikovat na dva vektory u a v aziskdme tenzor: uv="T

2. soucin oznaceny teckou - Ize aplikovat na dva vektory u a v a ziskame skalar (operace se nazyva

skalarni soucin - viz odstavec 1.8.1): 4 =uv nebo jej lze aplikovat na vektor v atenzor T a
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ziskame vektor: w=v.T (mnemotechnickd pomtcka: tecka v souinu ni¢i vektor - ni¢i jednu
Sipku; no a tenzor se zna¢i dvéma Sipkami)

3. soulin oznafeny kiizkem - lze aplikovat na dva vektory u a v a ziskame vektor (operace ma

nazev vektorovy soucin - viz odstavec 1.8.2): w=uxv

Pravé uvedeny ,,rozbor soucini“ nelze povazovat za definice. Ty se daji nalézt v fadé vysokoskolskych
skript. Uvedeny ,,rozbor* se snazi danou problematiku trosku zlidstit.

V souvislosti s ,,rozborem soucini“ je dulezité, ze stejnym zplUsobem lze zavést jednotlivé linearni
diferencialni operatory. Uvédomime-li si, Ze operator nabla, pomoci néhoz budeme definovat dalsi operatory, je
vektor, jsou dal$i pravidla uz jasna.

1. gradient (grad) se zavadi takto: grad A = VA resp. grad; =Vv

~t

2. divergence (div) se zavadi takto: divv=V.y resp. divT =V.
3. rotace (rot) se zavadi takto: rotv =V Xy
Pravé definované operatory maji tyto vlastnosti a plati nasledujici vztahy, v jejichZ Gpravach se pouzivaji
vztahy vektorového a skalarniho soucinu a jejich kombinaci (viz odstavec 1.8):

gradﬂqﬂ, =§/1ﬂ, — a(ﬂ’l/ﬂtz)a(il/lz)a(ﬂ’lj?) — /1%-{-/1 %%%4_1 %/1%4_/1% —
’ o x ooy | oz Yax Cax ey oyl oz oz

=2 %;%;% + %;%;% =A VA, +A, VA = grad A, + A, grad A
ox oy oz ) CleaxTeylez) NPT TrETTTRmEEEA

o(av) o(av,) o(av.) v, or 0 o ov.  0A_

divAv=V.Av = Ay, L a2y, Lr A=+

, V. —=
Ox oy 0z ox T ox oy oy 0z oz
ov. — . -
=1 aV“+ V},+8vz +v¥%+v,%+v2%=ﬂv.\z+vyl=ﬂdivv+v.gradi
ox Oy Oz Tox oy 0Oz
R, 8(&><\7) 5(;t><;) a(ﬁx;) L
div(u><v)=V.(u><v)= 3 Xy 5 2+ 3 Z=pVxu+uvxV=vVxu—uVxv=vrotu—u.rotv
X Y 7

rot Av=Vx Ay = AV xv+VAxv=AVxv—px VA = /Irot;—;xgradl

U nasledujicich dvou vlastnosti se jedna o matematickou vlastnost: vektorovy souéin dvou stejnych (resp.
rovnobé&znych) vektord je nulovy.

divroty=V.Vxy=pVxV =0
rot grad A = VxVA=0

Nabla neni jediny operator. Pomoci nasledujici kombinace linearnich diferencidlnich operatori je zavadi
operator laplace, nazvany podle francouzského matematika a fyzika Pierra Simona Marquise de Laplace (28. 3.

1749 - 5.3. 1827): div grad A = V.VA = Wr A=AL.

—|2
Jak je vidét, pro operator laplace plati: A = ‘V‘ . S pouzitim definice operatoru nabla z odstavee 1.12.6.1

oY (o) (V) (oY (oY (o} & & &
je mozné psat: A = (—j +| — +(—] =(—j +| = +(—j =—+—5+— . Posledni upravou
Ox oy oz Ox oy oz ox~ Oy° Oz

jsme vyjadtili operator laplace pomoci druhych parcialnich derivaci (tj. pfislusny skalar, vektor ¢i tenzor
zderivujeme jednou a pak vysledné derivace zderivujeme znovu: derivaci podle x znovu podle x, derivaci podle
y znovu podle y a derivaci podle z znovu podle z).

Na zékladé operatoru laplace je mozné rozepsat tuto slozenou operaci s operatory:
rot oty =VxVxy=VVy-VVy= grad divv—Ay
1.12.6.3 Fyzikdlni vyznam

V odstavei 1.12.6.2 byly zavedeny tfi linearni diferencidlni operatory a jejich kombinace na Cisté
matematickém zakladé. VSechny tyto operatory maji zna¢ny vyznam ve fyzikalni ¢i jiné technické praxi.

Vyznam gradientu nejlépe pochopime asi na teploté. Predstavte si, ze jsme v zim¢ v mistnosti, v niz je
tésné u venkovni zdi (obvodova zed’ domu) teplota 20° C . Venku je teplota —5° C a obvodova zed’ domu ma

tloustku pul metru. Je jasné, Ze z jedné strany ma zed’ teplotu 20° C (z té strany, co je v pokoji) a z druhé (té

vnégjsi) ma teplotu —5° C . Na vzdalenosti pul metru (tloustka zdi) se teplota zdi méni od —5° C ke 20° C . Jaky

bude pribéh (linearni, exponencialni, ...) neni podstatné. (Zavisi to na materialu, ztratach, ...) Podstatné je, ze
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teplota ma na $ifce zdi (onéch ptl metru) néjaky spad, n¢jak klesa (roste). Nebo mtizeme téz fici, Ze teplota ma
v zavislosti na vzdalenosti (napf. od venkovni omitky zdi) jisty gradient.

Gradient tedy udava smér, kterym urcita veli¢ina nejvice reste (klesd); udava smér spadu. Pravé zminény
smér se promitne do parcidlnich derivaci, pomoci nichz je gradient definovan. (U ptikladu s teplotou je to smér
kolmy na zed’ - ve sméru, ktery svird s timto smérem uhel napt. 45° teplota klesa resp. roste také, ale uz
pozvolnéji.)

Fyzikalni vyznam divergence je nasledujici. Divergence popisuje zdroj, ziidlo néjaké fyzikalni veliciny.
Opét velmi jednoduchy ptiklad. Na louce jsou dvé studny, z nichz jedna je zcela vyschla a druhd je plna vody a
odtéka z ni maly potGcek. To, co bylo pravé vysloveno normalni feci, se da vyjadfit matematicky tak, Ze
divergence suché studny je nulova (studna neni zdrojem zadné vody), zatimco divergence studny s vodou je
nenulova - studna je zdrojem vody pro poticek, ktery z ni vyveéra.

S divergenci je mozné se setkat ve slavnych Maxwellovych rovnicich, kterymi anglicky fyzik James
Clerk Maxwell (13. 11. 1831 - 5. 11. 1879) poprvé sjednotil teorii elektromagnetického pole. Dvé z téchto
rovnic maji tvar:

1. divD= p - tato rovnice fika, Ze elektrické pole popsané indukci elektrického pole D ma své

zdroje (naboje), které maji néjakou prostorovou hustotu p

2. divB=0 - tato rovnice ika, Ze magnetické pole popsané magnetickou indukei B nemé 7adné
zdroje, tj. neexistuji magnetické ,,naboje*

Rotace udava, jestli néjaka fyzikalni veliina tvori vir, propletenec, néjak se otaci, pohybuje. Piiklad z
praktického Zivota by mohl znit takto: Predstavte si umyvadlo zaspuntované Spuntem. Nebudete-li v umyvadle
hybat rukama ¢i néjakymi pfedméty, voda bude v klidu - nebudou vznikat zadné viry. Rotace vody bude nulova.
Pokud ale umyvadlo vypustite, zacnou se vlivem Coriolisovy sily vytvaret viry, které budou (na severni Casti
Zem¢) pravotocivé. Jinymi slovy - nyni voda vifi, to znamena, Ze jeji rotace je nenulova.

I s rotaci je mozné se setkat v Maxwellovych rovnicich:

- OB . . .y Lo . . . —
1. rotE = o pii ¢asové zméné¢ magnetického pole (popsano magnetickou indukci B) je
t
elektrické pole virové (silocary jsou uzaviené) a podél virti je mozno méfit napéti (skutecnost, ze

pfi zméné magnetického pole je mozné méfit napéti pak popisuje Faradayuv zakon
elektromagnetické indukce)

2. rotH =aa—l:+}' - tece-li obvodem proud, vznika kolem ného magnetické pole (tj. mg. pole je

virové) - Oerstediv - Ampéruv jev; dal§i vyklad: zménou elektrického pole vznika pole
magnetické (Maxwelltiv posuvny proud }'); H znadi intenzitu magnetického pole

S linearnimi diferencialnimi operatory je mozné se setkat ve vsech partiich fyziky.
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2. FYZIKALNI APLIKACE MATEMATIKY

2.1 Nazvoslovi fyzikalnich velicin

Ve fyzice se pouziva celd tfada veli€in, z nichz mnohé se lisi jen privlastkem. RozliSeni z hlediska
¢eského jazyka pomérné malé, znamena vétSinou velice radikalni rozdil ve fyzikalni veli¢iné (tj. pfivlastkem
doplnéna fyzikalni veli¢ina popisuje jinou vlastnost objektl).

Nasleduje seznam cCastych ptivlastkt s jejich vysvétlenim:
1. relativni (pomérny) - dana veli¢ina X je definovana jako podil dvou veli¢in téhoz druhu. Veli¢ina
X tedy nema jednotku, tj. [X ]:l . Tyto veliciny lze v nékterych piipadech udavat téz

v procentech. Napf. relativni prodlouZeni ¢, ...

2. mérny - veli¢ina x je definovana pomoci veliiny X vztazené na jednotku hmotnosti. Pro jednotky
plati: [x] = [X 1kg’1 . Napf. mérné skupenské teplo tani, ...

3. molérni - veli¢ina x je definovana na zaklad¢ veli¢iny X vztazené na jednotku latkového mnozZstvi,
[x]: [X 1mol ~!. Napt. molarni hmotnost M, , molarni objem 7, , ...

4. tepelny - veli¢ina x je definovana pomoci veli¢iny X vztaZzené na jednotku tepla, [x]z [X 1J -
Napf. tepelna kapacita C, ...

5. teplotni - veli¢ina x je definovana pomoci veli€iny X vztazené na jednotku teploty, [x] = [X ]K -
Napf. soucinitel teplotni délkové roztaznosti «, soucinitel teplotni zavislosti odporu «, ...

6. (objemova) hustota veli¢iny - veli¢ina x je definovana pomoci veli¢iny X vztaZzené na jednotku
objemu, [x]=[X].m. Napf. hustota hmotnosti = hustota, objemova hustota &astic, ...

7. plosna hustota veli€iny - veli¢ina x je definovana pomoci veliiny X vztazené na jednotku plochy,
[x]=[X].m Napt. plosna hustota naboje, plosna hmotnost platna na vyrobu balond, ...

8. délkova hustota veli€iny - veliCina x je definovana pomoci veli¢iny X vztazené na jednotku délky,
[x]=[X].m™ Napk. délkova hustota naboje, délkova hustota dratu, ...

2.2 Tuheé téleso
2.2.1 Tuhé téleso a jeho pohyby

Moment setrvacnosti je fyzikalni veli¢ina, ktera je charakteristickd pro tuhé téleso. Tuhé téleso je model
(abstrakce, idealizace) skutecnych téles, ktery zavadime do fyziky proto, abychom si zjednodusili situaci a
nemuseli studovat vSechny fyzikalni déje najednou. U tuhého t€lesa se nebudeme zajimat o jeho deformace, tj.
tuhé téleso bude reprezentovat model télesa, které neni mozné deformovat uc¢inkem libovolné velkych sil. Tuhé
téleso je charakterizovano svoji hmotnosti a objemem (a tim padem i hustotou). Sily, které na tuhé téleso pusobi,
mohou zpusobit pouze pohyb tuhého télesa.

Kazdy pohyb tuhého télesa si 1ze predstavit jako pohyb slozeny z pohybu:
1. posuvného (translace) - pfi ném se vSechny body télesa pohybuji stejnou rychlosti po vzajemné
rovnobéznych trajektoriich. Napi. vagon jedouci po pfimé trati, bedna posunovana po podlaze,
pist ve spalovacim motoru, ...

2. otacivého (rotace) - pfi ném se vSechny body télesa pohybuji se stejnou tthlovou rychlosti po
soustfednych kruznicich, jejichz stfedy lezi na ose otaceni. Otacivy pohyb se déje vzdy kolem
néjaké okamzité osy otaceni. Pro jednoduchost budeme uvazovat, ze se poloha osy, kolem niz
téleso rotuje, neméni. Piiklady pohybt: vodni kohoutek, dvete, ventilator, brusny kotoug, ...

V praxi dochazi ke skladani obou pohybu v jeden - valici se kolo, Zemé pii svém pohybu kolem Slunce,

... Tak napftiklad pfedni kolo u bicyklu kona tyto dva pohyby soucasné: jeho stied (t€Zist¢) se posunuje smérem
doptedu a zaroven se kolo odvaluje (vali).

2.2.2 Kineticka energie tuhého télesa

Na zakladé klasifikace pohybt tuhého télesa (viz odstavec 2.2.1) se rj‘"_"\ i-ta East: mi’?
ponékud zkomplikuje vypocet kinetické energie tuhého télesa. Pii posuvném £ /
pohybu je celkova kineticka energie télesa rovna souctu kinetickych energii —
jednotlivych bodi télesa. Pii posuvném pohybu se pohybuji vSechny body N . _"rp
télesa stejnou rychlosti, tedy pro kinetickou energii posuvného pohybu je ",
mozné psat: E, :%vz(m1 +my +..+m, ): %mvz. Hmotnosti m, (pro

\

i=1,2,...,n) jsou hmotnosti jednotlivych ¢asti tuhého telesa, na které¢ jsme -
tuhé téleso pomysIné rozdelili (viz obr. 72). obr. 72
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Pii otacivém pohybu tuhého télesa kolem nehybné osy se vSechny body pohybuji po kruznicich, jejichz
stitedy lezi na ose otaceni, stejnou thlovou rychlosti @ . Kinetickou energii télesa ur¢ime opét jako soucet
kinetickych energii jednotlivych bodu télesa. Tedy mizeme psat:

1 1 1 1 1
E, z—mlvlz +—m2v§ +...+—mnv§ :—mlrlza)2 +—m2r22a)2 +...+—mnr,,2a)2 =
2 2 2 2 2 2

1
:Ea)2 mr? +myrs +...+mnrn2)

Hmotnosti m; (pro i=1,2,...,n) jsou hmotnosti jednotlivych ¢asti tuhého télesa, na které jsme si opét
pomyslné tuhé téleso rozdélili, » (pro i=1,2,..,n) je vzdalenost uvazované i-t¢ casti tuhého télesa od osy
otaceni o (viz obr. 73).

Pii otaceni tuhého télesa kolem nehybné osy zavisi jeho kineticka i-td East: m;,
energie jednak na velikosti uhlové rychlosti, jednak na hmotnostech e
jednotlivych bodu (¢asti) a jejich vzdalenostech od osy otaceni. Kineticka
energie tedy zavisi na rozlozeni latky v daném télese. Rozlozeni latky
vtélese vzhledem kose rotace vyjadiuje fyzikdlni velicina moment
setrvacnosti J tuhého télesa vzhledem k ose otaceni, ktery je definovan

@,r.
|

vztahem J = m1r12 +m2r22 +...+m,,r,12 . Jednotkou momentu setrvacnosti je

kgm?* . e e

Existuji metody (viz odstavec 2.2.3) pomoci nichz se d& moment
setrvacnosti dané¢ho te€lesa vypocitat. Vzdy tak dostaneme moment
setrvacnosti ve tvaru J =kmr’, kde m je hmotnost tuhého télesa, r je
polomér (resp. délka) tuhého télesa a k bezrozmérna konstanta.

Kineticka energie tuhého télesa otacejiciho se kolem nehybné osy thlovou rychlosti @ je dana vztahem

1 . N . x
E, = 3 Jw® , kde J je moment setrvacnosti vzhledem k dané ose otacenti.
o o y . . i oo 1 2 ~
kineticka energie ddna souctem energie posuvného a ota¢ivého pohybu: E; = 5 mv® + 5 Jow~, kde J, je
moment setrvacnosti vzhledem k ose jdouci t€zistém télesa.

2.2.3 Vypocéet momentu setrvacnosti

Vypocet momentl setrvacnosti nasledujicich téles vychéazi z pouziti integralniho poctu (viz odstavec
1.11). Pro vypocet momentu setrvacnosti je v podstaté nutné zopakovat vypocet uvedeny v odstavci 2.2.2, tj.

napodobit vztah J = mlrl2 +m2r22 +...+mnr,,2. Abychom dostali co nejpfesnéjsi vysledek, je tfeba dané tuhé

téleso rozdelit na ,hodné velky pocet velmi tenkych platki, s nimiz si uz ,,dokdZzeme poradit™. Pokud ale
chceme délit téleso na ,,hodné velky pocet velmi tenkych platka®, které pak musime opét ,,dat dohromady* (tj.
secist), je pouziti integralniho po¢tu nasnadé.
S vyuzitim integralniho poétu je mozné moment setrvacnosti definovat vztahem: J :J.rzdm, CoZ V
0
pfipadé homogenniho tuhého télesa (jiné zatim v tomto textu vySetfovat nebudeme), ktera ma konstantni

m Vv Vv
hustotu, lze pfepsat ve tvaru: J = J.rzdm = IrzpdV = pJ. rdv .
0 0 0

Vsechny momenty setrvacnosti jsou pocitany vici ose rotace, ktera je shodna s osou symetrie daného
Utvaru.

2.2.3.1 Obdélnikova deska

Obdélnikovou desku si pro ucely vypoctu momentu setrvacnosti rozdélime o
na uzké obdélnicky, jejichz vzdalenost Sitka je dr. Vzdalenost uvazovaného *
obdélnicku od osy rotace je pak r (viz obr. 74). Hmotnost m desky vyjadfime
pomoci plo$né hustoty o: m=0S=0cab. Hmotnost dm uvazované¢ho h
obdélnicku je pak rovna dm = cb.dr.

Nyni je mozné uz psat pro moment setrvacnosti:

Y

a

2 3 %
r’obdr =20b| rdr = 2013[%} = 20b.
0 0

J:Trzdm =

0

Cy

o | 2

-
-

[SREY

obr. 74

69



© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha 1 Matematika pro fyziky

Vzhledem k tomu, Ze pravé odvozeny vztah nezavisi na Sifce desky b, plati pro libovolné Sirokou
desticku. Tedy i pro tenkou ty¢, ktera se bude otacet okolo osy prochdzejici jejim stiedem kolmo na podélnou
osu tyce.

2.2.3.2 Obrué

Pfi vypoctu momentu setrvacnosti obruce si tuto obru¢ rozdélime na o
takové kousky, Zze danou obru¢ vlastné nahradime uzavienu lomenou ¢arou, tj.
mnohothelnikem s velmi velkym (,,nekoneénym*) poctem vrcholi (stran). Dale
zavedeme pojem délkova hustota p, jako podil hmotnosti télesa a jeho délky.

Pomoci délkové hustoty vyjadiime nyni hmotnost jednoho dilku: dm = p,.dI .
Ilustra¢ni nakres je na obr. 75. R

Nyni je mozné jiz vypoctem urcit moment setrvacnosti obruce:

m 27R 27R rR d_'l

J=[rdm= [ Rpdl=Rp [ dI=R*p[I]" = R*p27R = R’m
0 0

0

obr. 75
2.2.3.3 Obal vilce

Vypocet momentu setrvacnosti obalu valce provedeme na zakladé momentu setrvacnosti obruce (viz
odstavec 2.2.3.1). Obal valce si pfedstavime jako ,,velké mnozstvi nekoneéné tenkych™ obruci naskladanych na
sebe, pficemZ jedna obru¢ ma vysku dz (viz obr. 77). Pomoci plo$né hustoty o , ktera je definovana jako podil
hmotnosti a uvazovaného télesa (obalu valce) a jeho plochy, vyjadiime hmotnost m obalu valce:
m=0S =27Rvo . Hmotnost dm jedné obruce, z niZ je obal véalce sestaven pak bude: dm =27Ro.dz .

Nyni je mozné pfistoupit k samotnému vypoctu momentu setrvacnosti obalu valce:
J = [R?dm =R’ [207Rdz = 207 R* [ dz =207 R’ [2], = 207 R’y = 207w Rv.R* = mR’
0 0 0
Z vypoctu je vidét, ze moment setrvacnosti obruce a obalu valce jsou stejné. Jinymi slovy, u obruce
nezavisi na jeji vysce - i kdybychom ji brali jako maly obal vélce, jeji moment setrvacnosti se nezmeéni.

2.2.3.4 Kruhova deska

Pii vypoctu momentu setrvacnosti kruhové desky budeme postupovat o
analogicky jako pfi vypoctu momentu setrvacnosti obruce (viz odstavec
2.2.3.1) jen s tim rozdilem, ze zavedeme tentokrate plosSnou hustotu o jako

podil hmotnosti t&lesa (kruhu) a jeho plochy. Plati tedy: m=Soc =7zR’c .
Kruh si nyni rozdélime na soustavu mezikruzi, které maji Sitku dr . Budeme
uvazovat takové mezikruzi, jehoZ mensi ohranicujici kruznice ma polomér je »
a jehoz sitka je dr. Pro jeho plochu pak dostavame (podle obr. 76):

= 7[(}” + a’r)2 T 72'(7”2 +2rdr+ (dr)2 - rz) = ﬁ(2r.dr + (dr)2 ) .

mezikruzi

Vzhledem k tomu, ze $itka mezikruzi dr je infinitezimalné mala, je

obr. 76

N . S 2 oy %
mozné psat: S, .. = 27r.dr °,tj. vyraz (dr)” vigi druhému &lenu zanedbat.

Hmotnost uvazovaného mezikruzi pak bude: dm =2zor.dr. Nyni uz muzeme pfistoupit k vypoctu
vlastniho momentu setrvacnosti kruhu:

m R R 4 R R* R 1
J= Irzdm = J-rz.27r0'r.dr = ZEGJ Pdr=2nc|—| =2r0—=nR*0c—=—mR*

0 0 0 4 0 4 2 2
2.2.3.5 Plny vdlec

K odvozeni momentu setrvacnosti valce je mozno pfistoupit dvéma riznymi zpusoby (analogicky jako u
obalu valce - viz odstavec 2.2.3.3).

2.2.3.5.1 VYPOCET NA ZAKLADE MOMENTU SETRVACNOSTI KRUHOVE DESKY

Mame-li k dispozici vypocet (resp. vysledek vypoctu) momentu setrvacnosti kruhové desky (viz odstavec
2.2.3.3), je mozné jej pouzit k vypoctu momentu setrvacnosti plného valce. Valec si slozime z kruhovych desek,
tj. rozdélime si jej na tenké platky, které budou mit ,,skoro nulovou® tloustku dz (viz obr. 77). Hmotnost m

vélce vyjadiime pomoci jeho objemové hustoty p takto: m= pV = pzR*v. Pro hmotnost dm jedné
uvazované kruhové desky, z nichz je vélec slozen, pak dostivime dm = p.dV = prR* dz .

Nyni mizeme (ze znalosti vysledku z odstavce 2.2.3.3) vypocitat moment setrvacnosti plného valce:
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obr. 77 obr. 78

2.2.3.5.2 VYPOCET BEZ ZNALOSTI MOMENTU SETRVACNOSTI KRUHOVE DESKY

Pokud neni vysledek vypoctu momentu setrvacnosti kruhové desky znam, pouzijeme metodu, kterd byla
vysvétlena pravé v odstavci popisujici vypocet jejiho momentu setrvacnosti (viz odstavec 2.2.3.3). Valec si
rozdélime na souosé valce, které budou mit velmi malé vzdalenosti od sebe, tj. jejich poloméry se budou lisit o
vzdalenost dr (viz obr. 78). Hmotnost m valce vyjadfime pomoci objemové hustoty p: m= plV . Pro

hmotnost dm jednoho uvazovaného valecku dostavame tedy dm = pdV = p.2zxrv.dr , kde vyraz 2zrdr udava
plochu mezikruzi, které vznikne fezem vedenym kolmo na osu o valce. Odvozeni tohoto vztahu je uvedeno v
odstavci 2.2.3.3 u vypoctu momentu setrvacnosti kruhové desky.

Moment setrvacnosti plného vélce je nyni mozno ur¢it takto:

m R R - R R* R 1

J= Irzdm = J-Zm’vprz.dr = 2,07er. rdr :2pm{—} =2pnv— = prR*v—=—mR’

0 0 0 4 0 4 2 2

Jak zplGsobem uvedenym zde, tak zpusobem uvedenym v odstavci 2.2.3.5.1 jsme obdrzeli moment

setrvacnosti ve stejném tvaru, jako je moment setrvacnosti kruhové desky. Jinymi slovy, u kruhové desky, jejiz

vysku jsme plvodné neuvazovali, na jeji vySce nezavisi. Moment setrvacnosti je stejny a na vysce desky
nezavisly.

2.2.3.6 Koule

Pii vypo¢tu momentu setrvacnosti koule vyjdeme z momentu setrvacnosti o
kruhové desky (viz odstavec 2.2.3.4). Kouli je mozné si totiz predstavit slozenou z
fady na sebe polozenych kruhovych desek, jejichz polomér se plynule zvétsuje (a
pak zase zmensuje). Nicméné v ramci jedné desky, ktera ma tloustku dz budeme
pokladat tuto desku za vSude stejné silnou (tj. za valec). Hmotnost m koule

vyjadiime pomoci jeji objemové hustoty p a jejiho objemu: m = plV = ger3 P

Pro hmotnost dm jedné uvazované desky (ktera je vlastné valcem) plati:

dm = prr’.dz .
obr. 79

, Tl 1 i , ,

Pro moment setrvacnosti koule pak plati: J =|—r’dm=— | par’r’.dz = pr|r*dz. Nyni je tieba si

2 2
0 -R 0

uvédomit (viz obr. 79), Ze na zakladé Pythagorovy véty je mozné psat: » =+ R* —z* . Dosazenim do integralu v

momentu setrva¢nosti je mozné pokracovat ve vypoctu dale:

J= pﬂ]‘ir“dz = p;r]i(\/Rz -7 )4 dz = pnT(RZ -z )2 dz = p;zji(R4 —-2R*Z +z4)dz =
0 0 0 0

. 2R 7 ! P
=pr|R'z—- +? =pr| R -
0

2R° R’ 8R° 4 , 2R* 2
= |l=pr—=22R =
3 15

+ 4 ZmR?
3 5 3 5
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2.2.3.7 KuZel

Moment setrvacnosti kuzele uréime analogicky jako 0
moment setrvacnosti koule (viz odstavec 2.2.3.6). Kuzel si
rozdélime na tenké kruhové desky, jejichz tloustka je dz a
jejichz polomér se od vrcholu kuzele postupné zvysSuje. Pomoci
objemové hustoty p vyjadiime hmotnost m  kuzele:

m=pV = %ﬂszp. Pro hmotnost dm kruhové desky, ktera je

vlastné tenkym valcem a pomoci nichz je tvofen kuzel, pak plati:
dm = prr’ dz .

Pro moment setrvacnosti kuzele je pak mozné psat:

"1 1 1 ( .
J= j—rzdm = —jpﬂrzrz.dz = —pﬂj r*dz. Polomér r jedné
0 2 2 0 2 0

uvazované kruhové desky je mozné uréit na zaklad¢ obr. 80

pomoci podobnosti trojihelnikt. Plati totiz Lank % Odtud je

r

obr. 80

fr gy R
mozné vyjadfit r takto: r=(v—z)—.
v

Dosadime-1i nyni do integralu, pomoci né¢hoz pocitime moment setrvacnosti kuzele, dostaneme:

J= lpzrj’r“dz =lp7r‘ii(v—z)4R—4dz :lR—A‘pﬂ'j;(v4 Wz 60’ -4 +z4)dz =
27 27 v 2vE T

4 3.2 2.3 4 57 4 5
:lR—pf{v“z—A'vz +6VZ A= +Z—} :lR—4p7r[v5—2v5+2v5—v5+v?]:
0

20! 2 3 4 5 2v
1R4 V5 1 4 31 2 2 3 2

=——pn—=—R"prv=—.—pnR°VR" =—mR
2 s T P 03”7 10

2.2.4 Prehled momentu setrvacnosti néktervch téles

Momenty setrvacnosti jsou uvadény vzhledem k ose rotace, kterd je zaroven osou symetrie télesa o
hmotnosti m. R znaéi polomér téles (resp. jejich podstav) s vyjimkou tyce, kde R predstavuje jeji délku.

- - . .
ye (rotuje kolem osy symetrie kolmé k Jo 1 R2m
ty¢i) 12
obruc J=R%m
kruhova desk 1
ova deska goLp2,
vélec J= 1 R2
2
plast tenkosténného valce J=R*m
koul 2
oule 2R,
kuzel
J=>Rem
10

2.2.5 Steinerova a Konigova véta
Steinerova véta slouzi k ureni momentu setrvacnosti télesa, u néhoz je zndm moment setrvacnosti
vzhledem k ose symetrie, ale t€leso praveé rotuje podle jiné osy. K ur€eni momentu setrvacnosti vzhledem k této
soucasné ose staci urcit vzdalenost osy symetrie od soucasné osy rotace.
Pohled na téleso shora oznacuje osu symetrie
0, asoucasnou osu rotace o.

Je-li J, moment setrvacnosti vzhledem k ose
symetrie o, pak pro moment setrvacnosti vzhledem k

ose o plati: J=J, +ma’, kde a je vzdalenost osy

symetrie od soucasné osy rotace a m je hmotnost
(celého) télesa.
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obr. 81

Koénigova véta slouzi pro urceni celkové kinetické energie, kterou ma teleso, které kond zarovenn dva
valici se z kopce: bezpochyby kona rotacni pohyb kolem okamzité osy otaceni, ale zaroven ,,se posouva™ od
vrcholu kopce smérem k tupati, tj. kond posuvny pohyb. Tento posuvny pohyb lze dobie charakterizovat

rychlost rotace.

2.2.6 Setrvacniky

Pii otaceni télesa kolem nehybné osy plisobi na jednotlivé body t€lesa setrvacné sily, sméiujici od osy

rotace. Tyto osy namahaji osu svou vyslednici, jestlize osa neprochazi tézistém telesa, nebo také silovou dvojici
vychylujici osu z jeji polohy. Pfi vhodné poloze osy se setrvacné sily vzajemné rusi a osa neni namahana silou

T¢leso otacivé kolem volné osy, vzhledem k niz ma velky moment setrvacnosti, se nazyva setrvacnik.
Setrvacniky maji n€které zajimavé vlastnosti, kterych se vyuziva v praxi:
1. osa setrvacniku, otacejictho se velkou uhlovou rychlosti, zachovava svij smér vzhledem
k inercialni vztazné soustavé, pokud na setrvacnik neptisobi vngjsi sily
2. ke zméné sméru rotacni osy je tfeba pomérné velkého momentu sily
3. roztoCeny setrvacnik ma velkou kinetickou energii
Tyto vlastnosti €ini setrvacniky velmi praktickymi a nachédzeji mnohé uplatnéni v praxi. Tak naptiklad
tézké setrvacniky u parnich stroji vyrovnavaji nahla zatizeni nebo odlehCeni stroju, takze jejich chod je
rovnomerngjsi. Skutecnost, Ze osa setrvacniku zachovava sviij smér se vyuziva ke stabilizaci lodi, ke konstrukci
setrvaénikovych kompasl, uméného horizontu a zataCkomeéru u letadel.

2.2.6.1 Volny setrvacnik

Pii zkoumani volného (bezsilového) setrvacniku (tj.
setrvacnik, jehoz moment sil je nulovy) zjistime, ze dané t€leso je
ochotno rotovat rovnomérné kolem ti{ vzajemné kolmych os (a to “) —

bez ohledu na rozlozeni hmotnosti ¢i tvar télesa). Témto osam K\__
fikdme hlavni osy rotace a momentiim setrvacnosti J,, J, a Jj

prislusnym témto osam hlavni momenty setrvacnosti. Tyto hlavni
osy miiZzeme navic ztotoznit s osami myS$lené¢ho elipsoidu (tzv.
elipsoidu setrvac¢nosti), pomoci n¢hoz je mozné uréit moment
Téleso sebenepravidelngj$iho tvaru (druzice s anténami,
krasobruslarka, automobil, brambora, ...) pak muzeme z hlediska
rotacnich vlastnosti nahradit elipsoidem, ktery je pln¢ uréen tiemi
Cisly - hlavnimi momenty setrvacnosti. Pak se nemusime starat o
nepravidelnosti a vystupky daného télesa.

obr. 82

Rotace kolem hlavni osy rotace nemusi byt vzdy stabilni. Plati-li J, <J, <J;, pak téleso ,dava

prednost™ rotaci kolem osy s nejmens$im nebo nejvétsim momentem setrvacnosti (rotace kolem stiedni osy je
nestabilni). Je-li J, =J, <J;, dava téleso pfednost rotaci kolem osy s nejvétsim momentem setrvacnosti

(takovy setrvacnik se nazyva symetricky a jeho elipsoid setrvacnosti je rotacni). Na obr. 82 je zndzornéno
téleso, které samovolné méni osu rotace.

2.2.6.2 Eulerovy uhly

Rota¢ni pohyb je popsan vektorem uhlové rychlosti @, ktery lezi v ose rotace. Obecnou prostorovou
rotaci je mozné rozlozit do tfi smért (tii vektort). Vyhodny rozklad prostorové rotace na tfi dil¢i zavedl jiz v
poloving 18. stoleti Leonard Euler a proto se pfislusné thly nazyvaji Eulerovy thly.

Pohyb télesa budeme popisovat v inercialni kartézské soustave x, y, z. S tuhym rotujicim télesem spojime
soustavu x’, y’, z’ (ta neni inercialni). PoCatky obou soustav na zacatku budou splyvat a budou také splyvat
prislusné odpovidajici si osy.

Prvni otoceni provedeme kolem osy z o uhel y . Diky tomu piejde osa x " (piivodné totozna s osou x) do
polohy x; aosay’ (pivodné totozna s y) do polohy y;.

Druhé otoceni vykoname kolem osy x; o thel 9. Osa y; piejde do polohy y; a osa z' (piivodné
totozna s osou z) do kone¢né polohy z".
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Tteti otoeni provedeme kolem této osy z” o uhel z
@, piiemz osa y5 piejde do koneéné polohy y” a osa x|
do konec¢né polohy x".
Eulerovy thly maji se nazyvaji: ¥
1. ¢ -hel vlastni rotace z
2. y - precesni uhel
3. & - nutacni thel }r'l
Pojmy precese a nutace nejlépe vysvétlime na b
détské hracce - détském vICku. Roztocime-li ho, bude
vykonavat vlastni rotaci. Pii postupném zpomalovani
dojde k vychyleni jeho osy a tato osa bude opisovat plast ¥
rotaéniho kuzele s vrcholovym tthlem ¢ - dojde k precesi. ¥ P

Ta je zpusobena nenulovym momentem tihové sily. Bude-
li se vrcholovy uhel § ménit v ¢ase, dojde k nutaci x

L

(zptsobené skutecnosti, e vektor momentu hybnosti L
nebude zachovavat v prostoru stily smér). Konec osy x

détského vicku nebude jiz opisovat kruznici (hranici xi
podstavy rota¢niho kuzele), ale bude opisovat ,,zvInénou br 83
kruznici®. obr.

Precese a nutace se projevi i u Zemé. Tyto pohyby vznikaji v disledku silového pusobeni Slunce a
Me¢sice na Zemi.

2.3 Fourierova transformace

Fourierova transformace je matematicky postup, ktery umoziuje spojitou a periodickou funkci vyjadfit
pomoci funkei sinus a kosinus, tj. jako harmonickou fadu. Pii nasledujicim vykladu se budeme opirat o fyzikalni
aspekty problému a proto nckteré véci zjednodusSime. V obecném piipadé by se problém komplikoval
matematicky (napf. by se musely zvlast' vySetfit nespojité funkce, s nimiz se ve fyzice stejné nesetkavame).
Autorem zminéného matematického postupu je francouzsky matematik a fyzik baron Jean-Baptiste Joseph
Fourier (21. 3. 1768 - 16. 5. 1830).

2.3.1 Matematicky popis

Jestlize funkce f (t) vyjadiuje Casovou zavislost (napf. tlaku vzduchu v pfipad€ hudebniho tonu), da se
ocekavat, ze se funkce f (t) da vyjadtit jako soucet jistého poctu jednoduchych harmonickych funkci ¢asu pro

kazdou z riznych harmonickych frekvenci. Toto opravnéni je na miste, protoZze jak uz bylo zminéno, funkce
pouzivané ve fyzice jsou spojité - tlak vzduchu se neméni skokem (nespojité), ale spojité. Jestlize je perioda

kmitt 7, potom zakladni Ghlova frekvence bude w = 277[ a harmonické uhlové frekvence pak budou 2w, 3w,

do, ...

budou stejné. Musime tedy pracovat s funkcemi typu cos(a)t + go), kde ¢ je zminéna pocatecni faze. Vzhledem
k tomu, Ze plati cos(w?+¢) = coswt cosp —sinwrsing , rozepiSeme danou funkei () i pomoci funkce sinus.
Pro dalsi je dulezité, ze pocatecni faze ¢ je konstantni a tudiz i sing resp. cos@ je také konstantni. Tim
dochazime k zavéru, ze kazdou spojitou a periodickou funkci f (t) s periodou 7T je mozné rozepsat ve tvaru:

£ (t) = a, +a, cos ot + b, sin wt + a, cos 2t + b, sin 2wt + a, cos 3wt + by sin 30t + ...,

kde @ = ?ﬂ, a;, a b, jsou Ciselné konstanty, které udavaji s jakou vahou je kazda (harmonickd) slozka kmitd

pfitomna v kmitu funkee f(¢). Uvedené vyjadieni funkce f'(¢) se nazyva Fourierova fada pro funkci f'(¢).

Poznamka: Clen a, je vétsinou v hudebnich tonech (o néz se ve vykladu Fourierovy transformace opirdme)
vetsinou nulovy, ale s jeho zavedenim do transformace je tato transformace obecnéjsi.

Pokud jsou dané vSechny koeficienty a, a b, je jednoduché dopocitat funkéni hodnotu funkce f (t) v

libovolném casovém okamziku ¢ (pro jakoukoliv hodnotu nezndmé ¢, kterd vystupuje ve vyrazu f (t) ).

vvvvvv

kterou chceme vyjadiit pomoci harmonickych frekvenci. Zakladni idea je relativn¢ jednoducha, jen je
komplikovana matematicky - neobejde se totiz bez integralniho poctu.
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2.3.2 Odvozeni koeficientu

Fourierova genialni myslenka vedla k uréeni jednotlivych koeficientli @, a b,. Clen a, vyjadiuje posun

stfedni hodnoty za jednu periodu (tj. za ¢asovy interval od 0 do 7). Jinymi slovy urcuje ,,posun nulové hladiny*
dané funkce. Stfedni hodnota funkce y = A.sinkx nebo y = A.coskx, kde 4 a k jsou realné konstanty, je rovna

nule.
Stfedni hodnota souctu se rovna souctu stiednich hodnot. Proto je stfedni hodnotou f (t) rovna praveé

stfedni hodnot¢ z a,. Vzhledem k tomu, ze q, je konstanta, je jeji stfedni hodnota totozna s ni samou. Stfedni
- o o . 1t
(primérnou) hodnotu u spojité funkce je mozné definovat vyrazem: a, = ?I f (t)dt .
0

Poznamka: V pripade (diskrétnich, tj. nespojitych) hodnot namerenych béhem experimentu by stiedni hodnota
1 & 1
(priimér) definovan vyrazem a,,,, = sz’ = N(fl + o+t f).
i=1

Pro urceni dalSich koeficienti pouzijeme trik, ktery pouzil Fourier. Vynasobime obé strany rovnice
Fourierovy fady néjakou harmonickou frekvenci - napt. cos 7wt , ¢imz dostaneme:

f (t) cos 7wt = a, cos Tt + a, cos wt.cos Twt + b, sin wt.cos Twt + a, cos 2awt.cos 7wt + b, sin 2wt.cos Twt + ...

Nyni najdeme stfedni hodnoty obou stran pravé napsané rovnice. Nejprve se podivejme na ¢leny, které
obsahuji g, . Stfedni hodnota ¢lenu s koeficientem «, je nulova, protoze stiedni hodnota cosnwt ,kde neZ, je

nulova.

1 .. .
Obecné platny vztah cosx.cosy = E[COS()C +y)+cos(x— y)} pouzijeme pro zjednoduSeni dalSich
. .1 . . .
¢lent. Clen u q, je 54 (cos8awr +cos6wr) (vime, ze funkce kosinus je funkce sudd, tj. cosx =cos(—x)).

. 1
Stfedni hodnota tohoto ¢lenu je tedy nulova. Podobn¢ dostaneme pro ¢len s a, : Eaz (cos 9wt + cos 5a)t) - tedy

opét stiedni hodnota tohoto ¢lenu je nulova. Podobnym zplisobem bychom mohli postupovat dale a pro vSechny
¢len az na jeden jediny (v nasem piipadé ¢len s a,) dostidvame stfedni hodnotu nulovou. Clen s a, je mozné

1 . 1 o1y
rozepsat takto: Ea7 (cosl4a)t+cos 0) . Stfedni hodnota toho ¢lenu je tedy rovna 5a7 , protoze stfedni hodnota

cos0 je jedna.

Pro c¢cleny, které obsahuji b,  je situace podobnd. Nyni ale vyuZijeme vztah

. 1-. . L L Y . o ,

sinx.cos y = E[sm(x +y)+sin(x— y)} , s jehoz pomoci opét uréime sttedni hodnoty jednotlivych ¢lenfi. Nyni
je situace jeste jednodussi nez u €lenti s g, : vSechny ¢leny s b, jsou totiz nulové.

Pouzity Fourierv trik tedy pisobil jako sito: po vynasobeni Fourierovy fady vyrazem cos7wt zUstal

T . . N , . 1 5
jediny ¢len nenulovy: €len a,. Dostali jsme tak, ze stfedni hodnota vyrazu f (t)cos Twt je rovna Ea7 , COZ se

. 1 1t 2
d4 zapsat matematicky takto: 5= ij(t).cos Tt dt . Odtud dostavame: a, = ?jf(t).cos Tot dt .
0 0

Naprosto analogicky bychom postupovali v pfipad¢ urceni jednoho z koeficienti b, - napf. ¢len b,
bychom ur¢ili ndsobenim Fourierovy fady vyrazem sin 7t .
Pravé popsany postup vypoctu koeficientll ¢lenti a, a b, je mozné zobecnit pro vypocet libovolného

¢lenu Fourierovy fady. Vysledky v obecnéjsim matematickém tvaru nyni zobecnime. Pro libovolna nenulova

< 2 ,
Cislanama o= - plati:

—_—

sin nwt.cosmawt dt =0

cosnwt.cosmwt dt = | sinnwt.sinmot dt =0 pro n#m

(O8]

. . T
cos nwt.cos mot dt = | sin nowt.sin met dt = B pro n=m

N
Sl N O N O
SN O,

4. f(t)=a,+ ia" cos nwt + Zw:b" sin not

n=1 n=1
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T T T
a, :%J.f(t) dt, a, :%J.f(t).cosna)t dt, b, :%jf(t).sinnwt dt
0 0 0

Nyni tedy umime periodickou funkci ,,rozlozit“ na jeji harmonické slozky. Tento postup se nazyva
rozvoj do Fourierovy Fady a jednotlivé ¢leny se nazyvaji Fourierovy slozky.

Matematicky je mozné pro Sirokou tfidu funkei (vSechny, které se uplatni ve fyzice) dokazat, ze pokud
umime vypocitat integraly, které vystupuji v jednotlivych Fourierovych koeficientech a, a b,, pak se jejich
sectenim dostaneme zpét k ptivodni funkci f (t) .

Pokud je ale funkce f (t) nespojitd (tj. zméni se skokem z jedné hodnoty na jinou), dostaneme souctem

Fourierovy fady v bod¢ nespojitosti hodnotu, ktera lezi uprostied mezi dolni a horni hodnotou skute¢né funkce v
daném bod¢é nespojitosti. Tuto vyjimku ale mizeme klidné akceptovat, protoze ve fyzice se s nespojitymi
funkcemi setkame v piipadé, kdy si zjednodusujeme realnou fyzikalni funkei.

2.3.3 Prakticky vypocet
Ve Fourierové fadé se vyskytuji dvé sumy, v nichz se s¢itd od jedné az do nekonecna. To je v praxi

nemozné, takZe vzdy musime volit jisté zanedbani a fadu f(7)=a,+ Zan cos nwt + an sinnet nahradit

n=1 n=l1

N N
fadou f(7)=a,+ Zan cos nwt + an sinnwt, kde za N volime ,dostatecné vysoké C¢islo®, abychom

n=1 n=l1
Fourierovu fadu dostali s ,,dostate¢nou presnosti®.
vt v+ v+
a2l 2L 2L

: A A AT
ENRVEAVEVINENENEN

-2 1 —= L -2 4
obr. 84 obr. 85 obr. 86

¥ vt v

21 21 a2l

007, R *
e e |

obr. 87 obr. 88 obr. 89

Jak se méni tvar Fourierovy fady v zavislosti na poctu seCtenych Clend si ukdzeme na konkrétnim
prikladu.

-

Piiklad: Funkce f () je déna takto:

7()=1 pro kTSt<(2k+1)§

£()=—1 pro (2k+1)§sr<(k+1)T,kde keZ.

Najdéte jeji Fourierovskou fadu v zavislosti na poctu sectenych ¢lent.

Refeni: Tato funkce f (t) je zobrazena na obr. 84 a jeji Fourierova fada je:
. 4( . 1. 1. 4& 1

f(t)= —(sma)t+§sm3a)t+gsm5wt+ J ==

T

TS 2n—

sin((2n—1)a)t), kterou pro prakticky vypocet

Ve 4 Y 1
uzijeme ve tvaru f(t) = ;Z T

n=1

0 sin ((Zn - l)a)t) . Na obr. 85 az obr. 89 jsou postupné vykresleny Fourierovy

fady této funkce pro N = 2;5;15;50; 200.
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2.4 Trasfigurace elektrického obvodu

Trasfiguraci elektrického obvodu se rozumi postupné zjednodusovani slozeného obvodu (n€kolik vétvi,
nékolik rizné€ spojenych rezistord, ...) do obvodu jednodussiho, ktery by se fesil snaze. U n€kterych obvodi se
ale nevysta¢i pouze se vztahy pro vysledny odpor dvou (a vice) sériové (viz odstavec 2.4.1) ¢i paralelné (viz
odstavec 2.4.2) spojenych rezistord, ale je tfeba pouzit i vztah pro transfiguraci tii rezistort spojenych do
trojuhelnika na obvod, v némz jsou rezistory spojené do hvézdy (viz odstavec 2.4.3) nebo naopak (viz odstavec
2.4.4).

Pro libovolnou z pravé uvedenych transfiguraci musi vzdy platit, ze vysledny odpor mezi libovolnymi
dvéma uzly je pro zapojeni pfed provedenou transfiguraci a pro zapojeni po provedené transfiguraci stejny.

2.4.1 Sériové spojeni rezistorua

Pii vySetiovani celkového odporu dvou sériové spojenych u
rezistort o odporech R, a R, (obr. 90a) zanedbame odpor u

spojovacich vodici. Obéma rezistory prochazi stejny proud I, nebot
vodivostni elektrony v obvodu nevznikaji ani nezanikaji. Celkové
napéti na obou rezistorech je rovno soudtu napéti na jednotlivych 2 i
rezistorech (pokles elektrického potencialu je znazornén na obr. 90b):
U=U,+U,. Podle Ohmova zakona lze psat: U =R, +R,I =RI. el

Celkovy odpor R rezistoru, ktery danou ¢ast obvodu nahradi, je tedy i
roven souctu odporu jednotlivych rezistorti: R =R, + R, . I

il

Celkové napéti se pfi sériovém spojeni rezistorti rozdéli v U,
poméru jednotlivych odporti: U :U, :U, =R: R, : R, . b —

obr. 90

2.4.2 Paralelni spojeni rezistoru

Pfi paralelnim spojeni dvou rezistorti o odporech R, a R, je na vSech stejné

napéti U. Celkovy proud je roven souctu proudd prochézejicich jednotlivymi rezistory:
I=1,+1,, nebot kazdy vodivostni elektron projde jen jednim rezistorem. Podle

Ohmova zékona je mozné psat: [ = Ri +R£ = v . Pro celkovy odpor a vodivost dané
1 2
hos . I 1 1
¢asti obvodu dostavame: G =—=—+—=G,+G,.
R R R,
o . e - < 1 1 1
Proud se pfi paralelnim spojeni rezistort rozdé€li v poméru /:1,:1, =G:G, : G, = z : 2 : R
S

Vztahy odvozené v odstavcich 2.4.1a 2.4.2 1ze zobecnit pro libovolny pocet spojenych rezistort.

2.4.3 Preména (transfigurace) trojuhelnika na hvézdu

Pfeménu (transfiguraci) trojuhelnika na hvézdu je mozné sledovat na obr. 92. Na svorky trojihelnika A4,
B a C jsou pfipojeny rezistory s odpory R,, R, a R.. Tyto rezistory chceme nahradit rezistory s odpory R,

R, a R, spojenymi do trojuhelniku tak, aby vysledné odpory mezi jednotlivymi uzly ziistaly nezménény.

obr. 92
, , . C L ., o 1 1 1
Vysledny odpor R,, mezi body 4 a B v zapojeni tii rezistorti do trojihelnika je: —=—+ ,
RAB RA RB + RC
_R,(Ry;+R.) , , . . 3
odkud R, =—————%. Odpor R,, mezi svorkami (uzly) / a 2 v zapojeni do hvézdy je R, =R +R,.
R,+R;+ R,

Vzhledem k tomu, Ze v souladu s transfiguraci musi byt odpory R,, a R, stejné, dostdvame rovnici:
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R, (R, +R
Ry (Ry +Re) =R +R,. Analogicky je mozné odvodit dalsi dvé rovnice, takze nakonec ziskdme soustavu tfi
R, +Ry+R,
rovnic:
Ri(Ry+R)
R, +R,+R. ' 7
Ry(R+R) o
R, +R,+R. 7
Re(R+R) o o
R,+R,+R. ' 7

Vyfesit tuto soustavu, tj. urit hodnoty odporti R, R, a R, rezistorti zapojenych do hvézdy tak, aby
odpovidaly ekvivalentnimu zapojeni rezistord o odporech R,, R, a R. do trojuhelnika, je jiz jednoduché. Staci
pouzit s¢itaci metodu: secist prvni a tfeti rovnici a odecist od nich rovnici druhou. Tak postupné dostaneme:

R,(R; +R R, (R;+R
;il—éﬁzx+& ;il—42=&+&
R,+Ry;+R, R,+Ry;+R.
R, (R, +R R, (R, +R
M:Rﬁ& = _M:_Rz_&
R, + R, +R, R, +R, + R,
R.(R,+R R.(R,+R
JiJ—Jﬁ:&+& Jii_#ﬁ=&+&
R,+ Ry, + R, R,+R, +R.
- 2R]:RARB+RARC—RARB—RBRC+RARC+RBRC — 2R - 2R,R. ~ R - R,R. .
R,+R;+R.- R, +R;+R- R, +Ry+R-

Analogicky bychom mohli postupovat déle a vyjadfit tak postupné i hodnoty odpord R, a R, v zavislosti
na odporech rezistori R,, R, a R..Ze symetrie zapojeni je ziejmé, Ze obdrzime tyto vztahy:
— RARC
R,+R;+R.
_ RARB
R, +R, +R,
_ RBRC
R,+Ry+R-
Tim je transfigurace trojuhelnika na hvézdu hotova. Staci jen piekreslit schéma ze zapojeni do
trojuhelniku do zapojeni do hvézdy a hodnoty odporil rezistori R,, R, a R, nahradit pravé vypoctenymi

1

2

3

hodnotami odporti R, R, a R;.

2.4.4 Preména (transfigurace) hvézdy a na trojuhelnik

Pfeménu (transfiguraci) hvézdy na trojihelnik je mozné sledovat na obr. 93. Ke svorkdm (uzlim) /7, 2 a 3
hvézdy jsou pfipojeny rezistory s odpory R,, R, a R,. Tyto rezistory chceme nahradit rezistory s odpory R,,

R, a R. spojenymi do trojuhelniku tak, aby vysledné odpory mezi jednotlivymi uzly zistaly nezménény.

obr. 93

Postup je naprosto totozny s postupem uvedenym v odstavci 2.4.3 (proto jej zde jiz nebudeme opakovat).

Na zaklad¢€ rovnosti odporti mezi odpovidajicimi si uzly (body) je mozné dospét k soustaveé rovnic:
R, (R, +R
;AJ—AQ=&+&

R,+R;+R,
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R,(R,+R
By (R, +Re) C):R2+R3
R, +Ry +R.
R.(R,+R
B (R +R,) B):R1+R3
R, +R; +R.

Z této soustavy rovnic nyni potiebujeme vyjadfit hodnoty nezndmych odportt R,, R, a R. pomoci
odpori R, R, a R,.
Po upravach dojdeme ke trojici rovnic:

RR
R,=R +R, +—2

3

R,R
R, =R, +R +23
B 2 3 Rl

RR
R.=R +R +—12

2

Tim je transfigurace hvézdy na trojuhelnik hotova. Staci ptekreslit schéma ze zapojeni do hvézdy do
zapojeni do trojuhelnika a hodnoty odporti rezistord R,, R, a R, nahradit pravé vypoctenymi hodnotami

odpori R,, R, a R..
2.5 Kvantova fyzika

2.5.1 Historicko - fyzikalni ivod
2.5.1.1 Od Démokrita k Millikanovi

Prvni zminky o struktufe hmoty se objevuji u feckych filosofti, ktefi svym ucenim vytvorili novy
filosoficky smér - atomismus: Leukippos z Milétu, Démokritos z Abdéry a Epikaros ze Samu. Na jejich uceni
pozdéji navazal fimsky basnik Lucretius Cara (asi 97 - 55 ptf. n. 1), ktery soustfedil nejuplnéjsi vyklad
starovékého atomismu ve svém dile De rerum natura (O prirode).

V predstavach antickych uéencti se svét sklada z atomt (nepatrnych, okem neviditelnych, kompaktnich,
neménnych, nepropustnych a nedélitelnych castic) a prazdného prostoru. Obé tyto slozky jsou vécné a prechod
mezi nimi neni mozny. Veskeré piirodni, psychické a spolecenské déni spoCiva ve spojovani, srazeni,
postrkavani a rozpojovani atomu lisicich se navzajem tvarem (kulaté, hranaté, udicovité, ...) a hmotnosti.
Vlastnosti latek zaviseji na druhu atomi, z nichz jsou slozeny, i na jejich uspotradani.

Témer 2000 let zastal Lucretitiv epos o stavbé hmoty nepfekonan. Proti atomim jako pevnym casticim,
které se pti svém pohybu nikdy neopotiebuji, nenamital nic ani Isaac Newton. Teprve na pielomu osmnéctého a
devatenactého stoleti byl anticky model zpiesnén anglickym fyzikem a chemikem Johnem Daltonem (1766 -
1844) - nastupuje atomismus chemicky. Dalton zjistuje, ze se chemické prvky neslucuji v libovolnych
mnozstvich, ale jen v uréitych stalych hmotnostnich pomérech. To Ize vysvétlit tak, ze se atomy jednotlivych
prvkt spojuji v molekuly jakozto nejmensi castice chemickych sloucenin. Dospivame tedy k zavéru:
Makroskopicka télesa nejsou spojita, ale maji pretrzitou strukturu. Skladaji se z molekul, jako
nejmensich ¢astic chemickych sloucenin. Molekuly se skladaji z atomi, jako nejmenSich ¢astic
chemickych prvki.

Ve druhé poloviné devatenactého stoleti probihalo intenzivni studium elektrickych a magnetickych jevu,
nebot’ podstata el. proudu nebyla zatim znama. V roce 1859 objevil Pliicker katodové paprsky, které vznikaji ve
vybojové trubici za silné snizen¢ho tlaku. Pokusy bylo zjisténo, ze tyto paprsky vyletuji z katody, ionizuji plyny,
vyvolavaji svétélkovani a zahtivani latky, roztaceji maly lehky mlynek, pronikaji tenkym hlinikovym pliskem a
odchyluji se v el. a mg. poli jako zaporné nabité ¢astice. Pfi dopadu na anodu vyvolavaji rentgenové zafeni, jak
zjistil v roce 1895 W. C. Rontgen, nositel prvni Nobelovy ceny za fyziku z roku 1901.

Na zaklad¢ téchto a podobnych pokusi vyslovil v roce 1897 ve piednasce v Royal Institutu Joseph John
Thomson (anglicky fyzik 1856 - 1940, nositel Nobelovy ceny za rok 1906) hypotézu o elektronu. Prokazal, ze
katodové paprsky jsou proudem rychle leticich zaporné nabitych ¢astic (,,atomi elektiiny*). Tyto elektrony se
musi uvolilovat z atomt tvoricich katodu. Pozd&ji byly zjistény dalsi zdroje elektrond - uvoliuji se ze zaporné
nabité zinkové desticky pii dopadu svétla, z rozzhaveného kovového dratku, pii radioaktivnim rozpadu, ...

Na zékladé odchylovani elektronti v el. a mg. polich ur¢il J. J. Thomson mérny naboj elektronu, tj. pomér
el. naboje elektronu a jeho hmotnosti. Prvni elementarni ¢astice, kterou Thomson objevil, ma tedy naboj

q, =—e=-1,602.10"" C a hmotnost m, =9,110.10" kg .

Podobnym tématem se zabyval také americky fyzik Robert Andrews Millikan (1868 - 1953, Nobelova
cena za rok 1923) v roce 1910. Pii svych pokusech Millikan zméfil naboje kapicek ricinového oleje a zjistil, ze
naboj je vzdy malym celociselnym nasobkem zaporné vzatého elementarniho naboje. Vysvétlit to lze tak, ze na
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kapicce vzdy ulpi n€kolik malo elektronti. Tim bylo ukazano, ze elektricky naboj je kvantovan (tj. je mozné ho
meénit jen nespojité - skokove).

2.5.1.2 Prvni modely atomii

Poznatek o tom, Ze elektrony vyletuji z atomi, vyvratil odvékou pfedstavu o nedélitelnosti atomti a
nastolil otazku jejich struktury. Pfedpokladejme, Zze atom obsahuje Z elektronl. Zaroven je atom jako celek
elektricky neutralni, proto se v ném musi vzajemné vyrovnavat zaporny naboj elektronti -Ze a kladny naboj Ze.
Otazkou ovSem zlstava, jak jsou kladné a zaporné naboje v atomu uspotfadany. J. J. Thomson ptedpokladal, ze
kladny naboj je rozlozen rovnomérné v celém objemu atomu a zaporn¢ nabité elektrony jsou v ném rozmistény
nahodné jako rozinky v oblibeném anglickém pudinku. Tak vznikl Thomsoniiv (pudinkovy) model atomu.
Nahodné rozmisténi zaporné nabitych elektronti v kladné hmoté atomu je ale takové, aby atom drzel pohromadé
a byl stabilni. Nebot’ pozorovani nasvédcovalo tomu, Ze atom je tvar stabilni.

2.5.1.3 Objev atomovéeho jadra

Skute¢nou strukturu atomu vSak odhalily az pokusy Ernesta Rutherforda (1871 - 1937, Nobelova cena za
chemii za rok 1908), Hanse (Johannese) Geigera (1882 - 1945, némecky fyzik) a E. Marsdena v roce 1911. V té
dobé jiz byly znamy radioaktivni latky, které uvoliuji zafeni « a S . Rutherford ovéfil, ze zafeni o predstavuji

rychle letici kladn€ nabité castice. Jedna se o atomy helia zbavené elektronti, maji elektricky naboj 2e a
hmotnost 7293krat veétsi nez elektron.

Zaroven se Rutherfordovi podafilo nalézt zptsob, jak tyto Castice
pocitat pomoci zableskt, ktery vyvolavaji pii dopadu na stinitko pokryté
sulfidem zineCnatym. o« castice poté vyuzil Rutherford jako stely,
kterymi zkoumal atom. Nechal tyto Castice pronikat zlatou folii (viz obr. —
94), kterou je mozné vytepat na tenkou (jednoatomovou) tloustku. Poté S
registroval Castice na pohyblivém stinitku a studoval jejich rozptyl. Jako ,,Id't.“j
pohyblivé stinitko byl pouzit mikroskop, jehoz objektiv byl tvofen castic &
destickou, na niz byla nanesena vrstva sulfidu zine¢natého.

Au folie

-+

——=

stinitko

obr. 94

Lehké elektrony v atomech zlata nemohou trajektorii tézkych Nm)"‘
a castic znatelné ovlivnit. Je-li kladny naboj rozprostfen v celém
atomu rovnomérné, jak pfedpokladd Thomson a jeho model atomu,
pak castice a prolétavajici sttedem atomu se nebudou odchylovat
vibec od puvodniho sméru a éastice prolétavajici dale od stiedu se
budou vychylovat jen mirn¢ (maximalné o uhel 1°—2°). Experiment
vSak ukdzal néco zcela necekaného. Odchylky byly podstatné vétsi,
nékteré Castice se dokonce vychylily o thel blizky 180°, tj. odrazely
se zpét.

Nazorné tuto situaci zobrazuje graf na obr. 95. Veli¢ina N(p)

popisuje pocet Castic, které se vychylily z ptivodniho sméru o tihel ¢ . 0 0g° ® *
Teoreticky ocekavand odchylka 1°—-2° odpovidd nejvétsimu poctu obr. 95
Castic, ale jsou Castice, které se vychyluji pod thlem vétsim nez 90°.

Vysledek experimentu bylo mozné vysvétlit pouze tak, Ze cely kladny naboj a témér cela hmota atomu
jsou soustfedény v nesmirné malé centralni oblasti - v atomovém jadie. Rutherford odvodil vzorec pro rozptyl

&astic o na jadie a uréil odtud jeho rozmdr na fadové 10™"° —107'* m zatimco rozmér celého atomu je Fadové

107'% . Znamena to tedy, ze atom je v podstaté prazdny prostor, v némz se pohybuje nékolik elektront (v tzv.
elektronovém obalu) a v jeho stfedu je nepatrné, ale velmi tézké jadro.

Atom se sklada z malého kladné nabitého jadra, v némz je soustiedéna téméf celd hmotnost atomu
a z elektronového obalu. Kladny naboj jadra Ze a zdporny naboj obalu —Ze se vzijemné vyrovnavaji.

Rutherfordova metoda sondovani mikroobjektli pomoci rychle leticich ¢astic je od té doby ve fyzice
uzivana univerzalng.

Na zakladé svého objevu dospél Rutherford k modelu atomu, ktery si predstavoval podobné jako
Slune¢ni soustavu. Roli Slunce zde hralo jadro, kolem néhoZz obihaly elektrony tak, jako obihaji planety kolem
Slunce. Tomuto modelu se fika Rutherfordiv planetarni model atomu. Elektron se v ném pohybuje po
kruhovych trajektoriich, pod vlivem dostiedivé sily, ktera je zde realizovana elektrostatickou silou pisobici mezi
zaporné nabitym elektronem a kladné nabitym jadrem atomu. Popis pomoci matematickych vztaht je analogicky
popisu, ktery pozdé€ji provadél Bohr (viz odstavec 2.5.10) s tim rozdilem, Ze elektrony se nenachédzeji na
urenych drahach. V Rutherfordové modelu se tedy elektrony pohybuji po kruznicich o ,libovolnych®
polomérech. Dulezité je, Ze se jedna o pohyb se zrychlenim, pfi némz nabita Castice vyzatuje elektromagnetické
zateni. Toto vyzafovani se déje na ukor energie elektronu. Tim, ze elektron ztraci svoji energii, klesa velikost
jeho rychlosti a elektron se pfiblizuje k jadru, az na n¢j spadne. Tento pad do jadra nastane za dobu tadove
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107" s, coz ale znamend, Ze atom by byl utvar znacné nestabilni. Rutherfordiv model tedy nedopovida
skutecnosti, protoze atomy (a objekty z nich slozené - véci, lidé, ...) jsou ttvary stabilni.
S vylepSenim tohoto modelu pfisel Bohr (viz odstavec - 2.5.10).

2.5.2 SloZeni jadra

Molekuly a atomy jsou elektricky neutralni, tj. jejich celkovy elektricky naboj je nulovy. Atom daného
prvku obsahuje Z elektront, piicemz Cislo Z zaroven uréuje poradi prvku v Mendélejevové periodické soustave
prvki. To ale znamena, Ze ndboj jadra tohoto prvku musi byt roven Ze, aby se vyrovnal zdporny naboj
elektrontl.

Pocatkem 20. stoleti bylo v souvislosti s objevem radioaktivity zjisténo, Ze mohou existovat atomy téhoz
prvku s tymz poétem elektronti Z, které se ale budou lisit svoji hmotnosti. Jejich jadra maji tedy stejny naboj, ale
riznou hmotnost. Je proto dobré rozliSovat chemicky prvek, ktery je tvofen atomy s tymz nabojem jadra Ze bez
ohledu na hmotnost, a nuklid, ktery je tvofen atomy pouze jednoho druhu s jadry o stejném naboji a hmotnosti
(j. nuklid je charakterizovan ne jen ¢islem Z, ale také svoji hmotnosti).

Dva rtizné nuklidy téhoz prvku neni mozné zadnymi chemickymi metodami odlisit a je mozné je odliSit
pouze fyzikalné - maji tedy shodné chemické vlastnosti, ale rizné vlastnosti fyzikalni. To se projevi napf. pii
priletu daného nuklidu (Castice) urychlovacem, kde zavisi na rychlosti Castice, jeji hmotnosti, ... tedy na
fyzikalnich vlastnostech. Nuklidy téhoz prvku ,,sedi” na stejném misté periodické soustavy prvkd, fika se jim
izotopy (izo = stejny, topos = misto). Prvky, které se vyskytuji v pfirod¢, jsou zpravidla smési vice izotopt a to
(az na vyjimky) ve stalych pomérech.

Podobné je mozné hovofit o izobarech - nuklidech, které maji stejnou hmotnost, ale 1isi si ¢islem Z. Maji
tedy stejné fyzikalni vlastnosti, ale rizné chemické. V periodické soustavé prvkd patii na rtizna (ale blizka)
mista.

2.5.2.1 Objev neutronu

Vysvétleni izotopie je mozné provést na zakladé BEH Pa_mﬁnH
hypotézy, Ze atomové jadro je tvoreno jednak kladné nabitymi
Casticemi o hmotnosti jadra nejlehciho nuklidu vodiku, @ » (1) b P—
kterym ftikame protony, jednak pfiblizn€ stejné tézkymi
elektricky neutralnimi ¢astice, kterym se fika neutrony. Oba H H

druhy castic maji spolecné oznaceni nukleon, nebot se
AN obr. 96

nachazeji v jadre.

Existenci neutronu tusil Rutherford jiz pocatkem dvacatych let 20. stoleti, i kdyZz objeven byl az v roce
1932 na zakladé pokusu, které provadél anglicky jaderny fyzik James Chadwick (1891 - 1974, Nobelova cena
za rok 1935). Pomoci « ¢&astic ozatoval beryllium a zjistil, Ze pfi tom vznika zatfeni, které se neodchyluje ani v
elektrickém ani v magnetickém poli. Navic velice snadno reaguje s parafinem (uhlovodik nasyceny vodikem). Z
parafinu poté vylétavaji protony, které nesou energii, kterou pfed vytrzenim protonu z parafinu nesla ¢astice o
zhruba stejné hmotnosti. Tak byl objeven neutron (obr. 96).

2.5.2.2 Cisla popisujici atomové jadro

Atomové jadro je tedy tvofeno protony a neutrony. Pocet protonti udava protonové (atomové) Cislo Z
(Z>=1), pocet neutronii v jadie pak neutronové ¢islo N (N >0). Jejich soucet je ¢islo nukleonové
(hmotnostni) 4 (A=Z+N).

Atomové jadro je tedy charakterizovano:

1. hmotnosti - experimenty ukazaly, ze hmotnost jadra vyjadiena v jednotkach atomové
hmotnostni konstanty m, se malo 1isi od celych cisel; proto se bylo zavedeno hmotnostni
(nukleonové) cislo 4, které vyjadiuje hmotnost jadra vyjadfenou pomoci této atomové
hmotnostni konstanty. U pfirodnich prvkd se ale jednd o hmotnost smési riznych izotopt a
proto se muze ¢islo A4 od celych ¢isel lisit.

2. nabojem - ktery objevil pfi svych pokusech Rutherford a ktery je celoéiselnym Z-nasobkem
naboje elektronu, pficemz toto Z udava polohu prvku v Mendélejevoveé periodické soustave
prvki

2.5.3 Zareni absolutné ¢erného télesa

Struktura latky (tvofena Casticemi) neni staticka - uvnitf molekul, atomi a jejich jader probiha neustaly
pohyb. Céstice, z nichz je latka vytvofena, na sebe piisobi vzajemnymi silami, které vysvétlujeme tak, Ze ¢astice
kolem sebe vytvareji silova pole a jich prostfednictvim plsobi na ostatni Castice.

Fyzikalni pole je krom¢& latky dal§i formou hmoty, s niz se v prirodé setkavame (v podobé pole
gravitacniho, elektrické¢ho, magnetického, elektromagnetického, ...). Zvlast dtlezité je pole elektromagnetické,
které se mize prostorem §ifit v podob€ elmg. vin. Viny o kratkych vinovych délkach se §iti pfimocare, v podob¢
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paprski a proto o nich hovotime jako o zafeni. Ve vakuu se vSechny druhy elmg. vinéni $ifi rychlosti o velikosti

¢, ktera je vlnovou délkou elmg. viny  a jeji frekvenci f'svazana vztahem

Podle vInovych délek rozliSujeme spektrum elmg. zafeni (viny radiové, mikrovlny, infracervené,
svételné, ultrafialové, rentgenové a zafeni ). Lidské oko vniméd jen omezeny interval z tohoto spektra -

viditelné svétlo o vinovych délkach z intervalu

Elmg. zafeni vydavaji vSechna télesa. Chladna vyzafuji okem neviditelné infracervené zareni, zahtata
télesa (asi nad ) pak zafeni viditelné. Pii dopadu zafeni na téleso muze toto téleso zareni:

1. pohltit (absorbovat)
2. odrazit
Diulezitym pfipadem je zafeni rovnovazné (zareni absolutné cerného télesa). Toto zafeni vznika v
uzaviené dutin€, jejiz stény jsou ohtaty. Nastane zde rovnovaha mezi vyzafovanim a pohlcovanim zateni
sténami, pficemz se zafeni mize od stén mnohondsobné odrazet. Nahlizime-li do dutiny malym otvorem, je
mozné pozorovat celé spektrum elmg. zafeni, pficemz tento otvor se nemusi jevit cernym.
Poznamka: Absolutné cernym télesem je i Slunce, jehoz rovnovazné zareni odpovida teploté radové

Slunce je mozné povazovat za absolutné cerné téleso proto, ze je jeho objem, v némz zareni vznika, je obrovsky v
porovnani s povichem, kterym se zareni dostava ven. Povrch tedy predstavuje jakysi ,, otvor do dutiny “.

Rovnovazné zéafeni zahiatych téles bylo intenzivné zkouméano ve druhé poloviné 19. stoleti. Bylo
zjisténo, ze spektrum takového télesa zavisi pouze na teploté télesa, nikoliv na chemickém slozeni, ... Spektrum
tohoto zafeni je spojité, téleso vyzafuje na vSech vinovych délkach. Maximalni energie je vyzafovana na urcité
vinové délce, ktera se zmensuje umérn¢ s rostouci termodynamickou teplotou (tuto skuteénost popisuje Wiendv
posunovaci zakon), celkova intenzita vyzafovaného zafeni roste imérné ctvrté mocniné termodynamické teploty
(Stefan - Boltzmaniv zakon). Roste-li teplota télesa, intenzita zafeni velmi rychle vzristd a jeho spektrum se
posouva k vys$sim frekvencim.

2.5.3.1 ***Vztahy popisujici vyzaiovani absolutné ¢ernéeho télesa

Pravé uvedené zakonitosti byly v 19. stoleni experimentalné potvrzeny. Piesto se nedafilo vysvétlit cely
pribéh spektra rovnovazného zafeni, nedafilo se odvodit vzorec zavislosti spektralni hustoty intenzity
vyzatovani H na frekvenci (resp. vlnové délce) elmg. zareni, ktery by vyjadfoval zavislost energie
rovnovazného zareni na vlnové délce (resp. frekvenci) pfi dané termodynamické teploté. Bylo provedeno
nékolik pokust, které ale vzdy vysvétlovaly pouze urcitou Cast spektra:

1. Rayli - Yeans odvodili na zéklad¢ experimentd vztah , ktery (jak se ukazalo) dobie

popisoval elmg. zafeni malych frekvenci. Pro vyssi frekvence na zakladé tohoto vztahu vychazely
nesmysIné vysledky. Proto se v této souvislosti zacalo mluvit o tzv. ultrafialové katastrofé, nebot’
vztah selhaval prave pro ultrafialovou ¢ast spektra.

2. Wien odvodil z experimenti vztah , ktery ovSem zase naopak daval dobré
vysledky pro velké frekvence elmg. zafeni a nevystihoval dobie elmg. zafeni malych frekvenci.

3. Planck intuitivné odvodil vztah , ktery uz popisoval dobie celé spektrum

elmg. zateni. Teorii, kterou Planck rozpracoval a z niz tento vztah poté odvodil pfesnymi vypocty,
nebylo mozné vysvétlit klasicky. V této souvislosti se zacalo mluvit o krizi klasické fyziky.

Ve vztazich je c velikost rychlosti svétla ve vakuu, f frekvence elmg. zafeni, T teplota absolutné ¢erného
télesa, které elmg. zafeni vyzatuje, k Boltzmannova konstanta a 4 Planckova konstanta (viz odstavec 2.5.4).

2.5.4 Planckova kvantova hypotéza

Hledany vzorec, ktery by odpovidal celému spektru vyzafovanému absolutné ¢ernym télesem, odvodil
(resp. intuitivné ,,uhadl®) az Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 - 1947; némecky fyzik, Nobelova cena v roce
1918). O svém uspéchu podal zpravu 14. 12. 1900 a tento den je pokladan za den vzniku kvantové fyziky.
Planck se totiz musel vzdat predpokladu spojitého Sifeni elmg. zafeni, tj. zafeni vydavané a pohlcované
jednotlivymi atomy zahtatého télesa se nesiii spojite, ale v tzv. kvantech (davkach, ,,chomaccich energie).
Energie takového kvanta zafeni je umérna jeho frekvenci, pficemz konstantou tumérnosti je tzv. Planckova

konstanta . Pro energii jednoho kvanta tedy plati:

Kvantova hypotéza tikd, ze energie nemtze byt libovolné mald, nebot’ je kvantovdna a jeji kvantum
zavisi na frekvenci zareni. Z klasické fyziky neplyne zadny duvod pro takové tvrzeni a sam Planck je zpocatku
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povazoval jen za vhodny matematicky pozadavek pii odvozovani svého vzorce, aniz by mu piikladal hlubsi
fyzikalni vyznam.

2.5.5 Foton

Albert Einstein zacal povazovat jako prvni kvanta elmg. zafeni za skutecné hE P_'
Castice. Pfimy a presvédéivy dikaz této jejich povahy podal az v roce 1922 americky ’
fyzik Arthur Holly Compton (1892 - 1962, Nobelova cena v roce 1927), ktery
experimentoval s tvrdym rentgenovym zafenim o vlnové délce , jehoz hf, p
kvanta maji vysokou energii: . Rovnobézny svazek tohoto zateni W@ —
nechal dopadat na uhlikovou desticku a méfil frekvenci zareni rozptyleného pod Ee: Pe
riznymi Ghly. Kvanta zafeni se pfitom chovala jako malé pruzné kuli¢ky, které se
srazely s elektrony. Protoze energie kvant vysoko pfevySovala vazebnou energii

elektronti v uhliku, bylo mozné povazovat elektrony za volné nehybné castice (viz obr. 97
obr. 97).

Pii pruznych srazkach musi byt splnény zadkony zachovani energie a zakony zachovani hybnosti.
Frekvence zateni rozptyleného pod uréitym thlem pak splfiuje rovnici: , kde f'je frekvence zafeni
puvodniho svazku, frekvence zafeni rozptylené¢ho a kineticka energie elektronu po srazce. Podle této
rovnice je tedy . Tento rozptyl zafeni na volnych elektronech byl nazvan Comptoniv jev.

Na svétlo a ostatni druhy elmg. zafeni lze pohlizet jako na proud ¢astic. Americky fyzik G. N. Lewis pro
né zavedl nazev fotony. Jedna se o novy druh ¢astic s nulovou klidovou hmotnosti, které s sob& spojuji chovani

vln i Castic, neustale se pohybuji rychlosti svétla a jejich energie jsou dany vztahy a

S fotony se Clovek setkéaval jiz odpradavna, nebot’ vnimal svétlo. Fyzikaln€ se je podafilo objevit az ve
20. stoleti. Jejich objev souvisi s historii vyzkumu podstaty svétla. V 17. stoleti byly vypracovany dvé teorie
vysvétlujici vlastnosti svétla:

1. Newtonova (korpuskularni) teorie - chape svétlo jako proud ¢astic (korpuskuli)

2. Huygensova (vInova) teorie - svétlo chape jako vinéni svétového éteru

Nekteré jevy (odraz, lom) bylo mozné vysvétlit z hlediska obou teorii. Z hlediska Newtonovy teorie se
jednalo o Castice, které se prosté pii dopadu na rozhranni dvou prostredi odrazi nebo jim prochazeji (jsou natolik
malé). Analogicky bylo mozné pomoci Newtonovy teorie vysvétlit disperzi svétla: bilé svétlo je slozeno z ¢astic
(,,kuli¢ek*) riznych druht (barev), které vnimame spolu dohromady jako barvu bilou. Pfi disperzi se pak ¢astice
jednotlivych barev od sebe odd¢li.

V 19. stoleti vSak doslo k zasadnimu zvratu a byla vSeobecné pfijata teorie vlnova. Young a Fresnel
provadéli pokusy s difrakci (ohybem) svétla. Ohyb nastava na malych pfekazkach ¢i otvorech (srovnatelnych s
vlnovou délkou svétla), na hrané, vlasu, tenkém dratku, jedné ¢i vice §térbinach, na miiZzce. Ve vSech téchto

ptipadech prochazejici svételné viny vzajemné interferuji, v nékterych smérech se vzajemné zesiluji, v jinych se
zase zeslabuji a vytvareji tak na stinitku charakteristicky ohybovy obrazec (viz obr. 98b). Tyto experimenty neni
mozné vysvétlit z hlediska korpuskularni teorie - ta dava vysledny obrazec s maximalni intenzitou piimo naproti
otvoru (viz obr. 98a) bez typického opakovani svétlych a tmavych mist (resp. barevného spektra).

J. C. Maxwell pozdg&ji dokazal, Ze svételné /\ \/\/
vinéni neni vinénim éteru, jak se do té doby \/ \/
soudilo, ale ze se jedna o zvlastni ptipad vInéni 4 \/ \/\"
elektromagnetického. Na zaklad¢ toho vypracoval
celou teorii elektromagnetického pole, ktera velice
dobfe souhlasila s jiz zjisténymi (a ovéfenymi) I I I I I I
fakty a zakony (Ohmuv, ...). Zarovei umoznila
rozvoj poznatkl ,,novym* smérem. b

a

obr. 98

Na druhé¢ strané Planckova kvantova hypotéza vysvétlujici spektrum rovnovazného zafeni, Einsteinova
teorie fotoefektu a Comptontiv jev nas piesveédcuji o tom, Ze svétlo ma casticovy (korpuskuldrni) charakter. Tim
ale vznika rozpor netesitelny v ramci klasické, makroskopické fyziky: Je-li svétlo proud ¢astic (fotont), jak je
mozné vysvétlit jeho difrakci na dvou §térbinach? Castice pfece miZe projit jen jednou térbinou a piitomnost
druhé Stérbiny na n¢j nemtize mit zadny vliv. A pfesto, jestlize zakryjeme jednu $térbinu, difrakéni obrazec se
zméni.

Bylo by mozné si ptedstavit, ze vlnéni nastava, pohybuje-li se souc¢asné velké mnozstvi fotonti, podobné
jako vznikaji viny v plynech nebo kapalinach. Proto byly provadény pokusy s velmi slabym zafenim a dlouhymi
expozi¢nimi dobami, kdy do difrakéniho systému vstupoval jeden foton po druhém. Kazdy takovy foton vyvolal
samoziejm¢ z¢ernani jen jednoho bodu fotografické desky v misté, kam nahodné dopadl. Po delsi dobé vsak
zCernalé body zacaly opét vytvaret difrakéni obrazec jako v pfipadé viny dopadajici soucasné na ob¢ §térbiny.
Na nékterd mista fotografické desky dopadlo fotonti mén¢, na nékteré vice a pravdépodobnost dopadu se fidila
ptesné chovanim viny pfi difrakci na dvou §térbinach.
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Proto je nutné pfipustit, ze foton se chova jako Castice a zaroven jako vlna. Interferencnimi metodami je
mozné méfit jeho frekvenci a vinovou délku, pozorujeme-li jeho ohyb na ptekazkach a stérbinach. Popisujeme
tedy chovani fotonu jako vlnu. Na druhé strané pti fotoefektu a Comptonové jevu se chova foton jako Castice -
srazi se s elektrony a predava jim cast své energie analogicky jako jedna kule¢nikova koule piedava energii jiné
kouli pfi vzéjemné srazce. Pii dopadu na fotografickou desku vyvola kazdy foton z€ernani v urcitém misté jako
diasledek chemické reakce. Chova se tedy jako castice.

Uvedeny rozpor se nazyva korpuskularné vinovy dualismus. Mnoho fyziktl jiz vedlo spory o tom, jak
si predstavit Castici, ktera se chova jako vina, a vilnu, ktera se chova jako Castice. Je to ale nespravné poloZena
otazka. Z nasi bézné makroskopické zkuSenosti jsme zvykli bud’ na pohyb ¢astic, téles (letici kulka, automobil,
planeta, ...) a nebo na pohyb viny (zvuk, vina na vodni hlading, ...). Castice ma v klasické fyzice v kazdém
okamziku urcitou polohu na své trajektorii a urcitou rychlost, vina ma zase vilnovou délku a frekvenci a zasahuje
soucasné do celého prostoru.

Foton je objekt mikrosvéta a pohybuje se prosté jinak, nez jak jsme zvykli si pfedstavovat. Neni mozné
prosté urcit jeho trajektorii a stanovit misto jeho dopadu napf. na fotografické desce. Je mozné stanovit pouze
pravdépodobnost, s niz dopadne do daného mista. Podle druhu experimentu, ktery s fotonem provadime, miize
foton projevit bud’ svou Casticovou nebo vinovou povahu, i kdyz se samoziejmé jedna o tentyz objekt. Se
zkracovanim vinové délky se projevuji ¢asticové vlastnosti fotonu vyraznéji.

2.5.6 VInové vlastnosti ¢astic
2.5.6.1 De Broglicho hypoteza

Foton, kvantum elmg. zafeni, které bylo povazovano za Cisté¢ vinovy jev, se chova zaroven také jako
castice a vymyka se z ramce béznych predstav klasické, makroskopické fyziky. V roce 1924 Louis de Broglie
(1892 - 1987, francouzsky fyzik, Nobelova cena v roce 1929) pfisel s velmi odvdznou myslenkou, ktera se
pozdé&ji ukazala byt genialni: Jestlize se kvantum elmg. zafeni chova jako Castice, pro¢ by se ostatni objekty
mikrosvéta, které byly dosud povazovany za Castice v klasickém slova smyslu (elektron, neutron, proton, atomy,
molekuly, ale i télesa z nich vytvorena), nemohly chovat zaroven jako vina?

L. de Broglie navrhl kazdé volné se pohybujici ¢astici, ktera ma energii £ a hybnost |, pfifadit frekvenci

a vlnovou délku analogickymi vztahy, které plati pro fotony. To jsou sice ¢astice o nulové klidové hmotnosti,
ale podle de Broglieho hypotézy by mély platit i pro ¢astice o nenulové klidové hmotnosti. Potom je mozné psat:

, , kde m je hmotnost ¢astice.

Uréita energie a hybnost charakterizuji stav rovnomérné pfimocate se pohybujici ¢astice, urcita frekvence
a vlnova délka zase postupnou rovinou vinu. Oba tyto pohyby, které de Broglie spojil pravé uvedenymi vztahy,
jsou ale pouze idealni. Zadna ¢éstice ani vlna se nemtize pohybovat v nekonecném prostoru po nekonecnou
dobu.

De Broglieho myslenka byla dost fantasticka a neopirala se o zadné experimenty. Nebylo také jasné, co
ma byt vlastné€ podstatou de Broglieovych vin, ,,co se vlastné vini* a jak jsou vlna a ¢astice vzajemné spojeny.
Vétsina fyziki proto nebrala jeho myslenku vazné, pouze nékteti (A. Einstein, ...) si uvédomili jeji dosah a
hloubku. Aby mohla byt experimentalné potvrzena, bylo tfeba ovéfit, zda napf. elektrony projevuji takové
vlastnosti jako je difrakce nebo interference.

Prvni experimenty, které de Broglieho myslenku potvrdily, provedli nezavisle na sobé C. Davisson a L.
Germer v USA a G. P. Thomson (syn J. J. Thomsona) v Anglii v roce 1927.

V Davissonové - Germanoveé experimentu,
ktery je znazornén na obr. 99, dopadal svazek
elektronti (elektronovy paprsek EP) ze zdroje Z
urychlenych napétim nékolika desitek voltd na
monokrystal niklu K a rozptylené elektrony byly EP
registrovany v zavislosti na thlu rozptylu

detektorem D. Pfitom byla  pozorovana

interferenéni maxima podobné jako pfi difrakci

rentgenovych elmg. vin. Je-li b vzdalenost atomi v K = = = =
krystalu (mfizkova konstanta), miizeme podminku obr. 100
pro tato maxima psat ve tvaru: , obr. 99

kde (viz obr. 100).

Urychlovaci napéti doda elektrontim kinetickou energii a rychlost

Odpovidajici vinova délka de Brogliecho viny pak je
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Poznamka: Uvedeny vztah plati pro nerelativisticke castice. Pohybuje-li se castice rychlosti, jejiz velikost je
srovnatelna s velikosti rychlosti svétla, je nutno pouzit vztah mezi energii a hybnosti uvedeny v STR.

VInova délka se pfi napétich v fadech desitek voltt pohybuje v fadu , coz je délka srovnatelné s

miizkovou konstantou a vyhovujici podmince pro vznik interferenéniho maxima. Davissonovy - Germanovy
experimenty prokazaly, Ze se elektrony skute¢né chovaji jako viny a umoznily zméfit jejich vinovou délku. Diky
velikosti vinové délky elektronu, bylo nutné pouzit jako ,,mfizku® krystal, nebot’ v t¢ dobé€ nebylo mozné vyrobit
miizku s takovou miizkovou konstantou, ktera by byla srovnatelna s danou vinovou délkou.

2.5.6.2 Vinovd funkce

Prestoze byla de Broglicova hypotéza experimentalné ovéfena a potvrzena, otazka podstaty de
Broglieovych vin se nevyieSila. Ukazalo se, ze Castice projevuji vlnové vlastnosti nejen pfi rovnomérném
ptimocarém pohybu, ale pfi jakémkoliv pohybu v prostorové a casové vymezenych oblastech. Pak jiz nelze
pohyb castice chapat jako Sifeni postupné rovinné viny s urcitou frekvenci a vinovou délkou, ale je nutné ho
popsat matematicky mnohem slozitéj$i vinovou funkeci . Vypoctem této funkce se zabyva kvantova

fyzika, pro nas ale bude dulezité podivat na fyzikalni vyznam vinové funkce a zplsob, jakym popisuje pohyb
Castic.

Problematikou vlnové funkce a kvantovou mechanikou vibec se zabyval Max Born (1882 - 1970,
némecky fyzik, Nobelova cena v roce 1954). Ten ukdzal, Ze sama vIinova funkce nema fyzikalni vyznam, ale
fyzikalni vyznam ma c¢tverec jeji absolutni hodnoty. Ten umoznuje vypocitat pravdépodobnost toho, ze se

Castice nachazi v daném okamziku na daném misté. Chceme-li vypocitat pravdépodobnost vyskytu Castice
uvniti néjakého malého objemu v okoli bodu o soufadnicich v okamziku ¢, ur¢ime ji jako
. Funkce tedy predstavuje hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice.

Pohyb ¢&astic v mikrosvété ma nahodny, pravdépodobnostni charakter. Castice se nepohybuje po uréité
trajektorii uréitou rychlosti, jak tomu je v makrosvété. Prochazi-li elektron malym otvorem nebo tzkou
Stérbinou, neni mozné predem vypocitat, do kterého mista na stinitku (fotografické desky, ...) dopadne. Je
mozné uréit pouze rozloZeni pravdépodobnosti jeho dopadu do riznych mist. A pravé toto rozlozeni
pravdépodobnosti vytvori difrakéni obrazec. Tam, kde je pravdépodobnost vétsi, dopadne vice elektronti a
z¢ernani desky bude intenzivnéjsi.

Zde je mozné si pomoci analogii s makroskopickymi objekty - kulicky, zrnka pisku, dé¢lostielecké
granaty, ... také nebudou dopadat pfesné na predem vypoctené misto. Budeme pozorovat rozptyl jejich dopadd,
ale nebude se vytvaret difrakéni obraz. Na obr. 101a je zobrazen rozptyl makroskopickych Castic, zatimco na
obr. 101b je zobrazen rozptyl mikroc¢astic, které prochazeji malym otvorem.

Spojeni vinovych a Casticovych vlastnosti (tzv. ,,korpuskularné vinovy dualismus®) a pravdépodobnostni
charakter pohybu je spole¢ny vSem objektim mikrosvéta - at’ se jedna o fotony (kvanta elmg. zafeni) nebo o
castice s nenulovou klidovou hmotnosti (elektrony, protony, atomy, ...), jejich pohyb popisujeme pomoci
vlnové funkce. Naprosto analogicky by bylo mozné pfifadit vinovou délku resp. frekvenci i makroskopickym
télestim, které se pohybuji rovnomérné piimocare. Pomoci de Broglicovych vypocta se 1ze presvédcit, ze vinova
délka makroskopickych téles by byla nesmirné mala.

néjak vzajemné propojeny. Nema smysl snazit si piedstavit,
jak je mozné, Ze se Castice chovaji jednou jako viny a [

jednou jako Ccastice. Je tieba se smifit s tim, ze Castice
mikrosvéta se pohybuji jinak, nez nam dava kazdodenni D -
zkusenost s makroskopickymi objekty, a jediné, co lze uréit

je pravdépodobnost toho, ze ¢astici najdeme v daném misté
prostoru.

Nema smysl predstavovat si, ze vlna a Castice jsou é

Pouziva-li se vyraz ¢astice v mikrofyzice, mysli se
tim pravé takové objekty, které v sobé spojuji ¢asticové a
vlnové vlastnosti a jejichz pohyb musi byt popisovan

prostiedky kvantové fyziky. a

Podrobnéji je pojem vinova funkce rozebran v odstavcei 2.5.12.

2.5.6.3 Praktickée vyuziti vinovych vlastnosti édstic

VInové chovani ¢astic naslo brzy i technické vyuziti a projevuje se i v bézné praxi. Na jeho zakladé byly
zkonstruovany elektronové a iontové mikroskopy, v nichz se misto svételnych paprskid pouzivaji svazky
elektronové nebo iontové. RozliSovaci schopnost téchto pfistrojii je urena de Broglieovou vinovou délkou.
Vzhledem k tomu, ze je mensi nez je vlnova délka (viditelného) svétla, 1ze dosahnout elektronovym nebo
iontovym mikroskopem vét§iho rozliseni a tedy i vétsiho zvétseni.

Pii urcovani elektrické vodivosti kovli nebo polovodict, pfi popisovani fyzikalnich déja, které probihaji
napi. pfi zapnuti elektrického vypinace, je nutné vzit v uvahu, Ze elektron neni Castice (tj. mald kulicka v
makroskopickém smyslu), ale Ze se chova také jako vina.
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Dalsim jevem, ktery souvisi s vlnovymi vlastnostmi ¢astic a ktery se pouziva i v praxi je tzv. tunelovy
jev (viz odstavec 2.5.15).

2.5.7 Vznik a zaklady kvantové mechaniky

Kvantova mechanika je cast kvantové fyziky, ktera se zabyva mechanickym pohybem Ccastic v
mikrosvété pod vlivem piisobicich sil. Na rozdil od klasické, Newtonovy mechaniky, bere v tivahu vlnovy a
pravdépodobnostni charakter pohybu castic. Proto jeji rovnice a zakony vypadaji Gplné jinak nez zakony
klasické fyziky. Presto by ale méla (a existuje) mezi klasickou a kvantovou fyzikou souvislost. Budeme-li
prechazet od Castic k makroskopickym télestim, budou se nam vilnové délky de Broglieovych vin a Planckova
konstanta 4 jevit nekonecné malé a zdkony kvantové fyziky by mély pfechéazet v zakony klasické mechaniky.
Tak tomu skute¢né je a tento piechod se nazyva princip korespondence.

Pozndamka: Analogicky pak zdkony relativistické fyziky prechdzeji v zdkony klasické (nerelativistické) fyziky v
pripade, ze jsou velikosti rychlosti astic mnohem mensi nez je rychlost svetla ve vakuu, tj. lze povazovat velikost
rychlosti svétla za nekonecné velkou viici velikosti rychlosti castic.

Uvazujme volnou ¢&astici, kterd se bude pohybovat podél osy x podle Newtonova zakona setrva¢nosti
rovnomérnym piimocarym pohybem. Podle de Broglieovy hypotézy na ni miizeme pohliZet jako na nekonecnou
rovinnou vlnu. Céstici nyni uzavieme mezi dvéma rovnob&znymi, nekoneéné vysokymi sténami kolmymi k ose
x a vzdalenymi o délku L, od nichz se mize ¢astice pruzné odrazet. Stény musi byt ,,nekone¢né vysoké®, jinak
by se &astice ,protunelovala“ ven. Rikdme, e &astice se nachazi uvniti nekoneéné hluboké potencialové jame a
jeji pohyb je vazan na tisecku.

Z hlediska klasické fyziky mize mit takova ¢astice libovolnou rychlost a energii. Pfi pruznych odrazech
se jeji energie nebude ménit a castice se bude pohybovat rychlosti o téze velikosti stiidavé obéma sméry.
»Pravdépodobnost vyskytu® této klasické ¢astice bude stejna ve vSech bodech usecky.

Z hlediska vlnového charakteru castic bude situace jind. Po odrazech na sténach dojde diky skladani
odrazen¢ho a pfimého vInéni ke vzniku stojatého vinéni (naprosto analogicky jako na napjaté strun¢€). Struna ale
nemize kmitat jakkoliv, ale jen tak, aby se po celé délce struny rozlozil celoCiselny pocet pllvin. Musi tedy

platit: . Struna se tedy nachazi v kmitavych stavech, které jsou charakterizovany

urcitou frekvenci a rozloZenim kmiten a uzli podél struny (viz obr. 102).

Budeme-li nyni uvazovat ¢astici, ktera se bude chovat podle de Broglicovy hypotézy, pak se bude chovat
spiSe jako vlna. Tato hypotéza ale musi byt potvrzena experimentem. Elektron vazany na tsecku se bude
nachazet jen v urcitych stavech charakterizovanych celymi €isly n. V kazdém takovém stavu bude mit zcela
uréitou energii a jeho pohyb bude popsan vinovou funkci s pfislusnym rozlozenim pravdépodobnosti

vyskytu podél usecky. Toto rozloZeni hustoty pravdépodobnosti je znazornéno na obr. 103.

K><><>| n-2 YAVAVANMTE

M /\
[\-\-._._,_,_._.-/I—I -1 ol
obr. 102 obr. 103

Uréit energii a pravdépodobnosti vyskytu castice je mozné pouze feSenim piislusné kvantoveé

mechanické rovnice. Ukazuje se ale, Ze spravné hodnoty energie je mozné dostat i tehdy, pouzijeme-li vyraz pro

de Broglieho vlnovou délku platnou pro volné se pohybujici Castici. Energie castice pak bude

. Dosazenim do tohoto vztahu dostaneme pro mozné hodnoty energie

VInové chovani Castice, ktera se pohybuje v uréité omezené oblasti prostoru, vede tedy ke kvantovani
energie. Castice se miZze nachazet pouze na urcitych energetickych hladinach urc¢enych kvantovym ¢islem 7.

V zakladnim stavu pro je energie Castice, jejiz pohyb je vazan na tiseCku délky L, rovna .S

rostoucim 7 se pak energetické hladiny od sebe vzdaluji. Vyssi stavy nez zakladni stav se nazyvaji vzbuzené
(excitované) stavy.

Na rozdil od pohybu klasické kuli¢ky (napt. pingpongového micku, ...) budou na usecce mista, kde bude
vyskyt castice nejpravdépodobnéjsi, kde se bude ,,zdrzovat nejvice”. Tato mista odpovidaji poloze kmiten
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chvgjici se struny. Naproti tomu v mistech, ktera odpovidaji uzlim bude pravdépodobnost vyskytu ¢astice
nulova. Je ale zbytecné, chtit si zde piedstavit, ,,jak to Castice déla“.

Dulezité je, ze uvedeny obrazek rozlozeni pravdépodobnosti vyskytu ¢astice se béhem ¢asu neméni, tj. je
stacionarni (analogicky jako rozloZzeni kmiten a uzIl na struné). Navic v tomto stavu ¢éstice neztraci energii -
zustava na své energetické hladin€. V makrosvété, jak vime, je kazdy pohyb vzdy postupné utlumen tfenim a
odporem prostiedi, a tedy rozkmitana struna brzy dozni.

Castice mikrosvéta miize ztracet nebo ziskdvat energii pouze tak, Ze piejde skokem z jednoho
kvantového stavu do druhého. Pfi pfechodu z vyssiho stavu do nizsiho se energii vyzafi (napf. v podob¢ fotonu),
pre opacném piechodu Castice energii pohlti. Energie se mlize pfedavat i jinym zplisobem nez zafenim - napf.
srazkou ¢astic, ... ale vZzdy pouze v kvantech odpovidajicich rozdilu energetickych hladin. Pfechazi-li ¢astice z
kvantového stavu s energii do kvantového stavu s nizsi energii vyzéii nebo jinak pfeda kvantum
energie o frekvenci takové, ze

Kvantova mechanika zkouma obecny pohyb ¢éstic v prostoru pod vlivem riznych sil (Coulombovskych
sil elektrického pritahovani, jadernych sil, ...) tim, Ze fe$i vinovou tzv. Schrodingerovu rovnici (viz odstavec
2.5.13). Z ni je mozné ur€it vinové funkce a pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v prostoru. Tato rovnice ma
feSeni pravé jen pro urcité hodnoty energie (energetické hladiny), které odpovidaji kvantovym stacionarnim
stavim. Pokud je castice v tomto stavu, nijak se navenek neprojevuje. Teprve pii prechodech mezi
stacionarnimi stavy vydava nebo pfijima energii.

Budeme-li zvétSovat délku usecky L, po niz se Castice pohybuje mezi dvéma rovnobéznymi nekonecné

vysokymi sténami kolmymi k ose x, energie daného stavu bude klesat v souladu se vztahem a

rozdily mezi sousednimi energetickymi hladinami se budou zmensovat. Pro nekonec¢né L bude jiz ¢astice volna a
jeji energie piestane byt kvantovana.

Poznamka: Muze nastat i situace, kdy castice bude konat neomezeny pohyb, ale musi pritom prekonavat bariéry
periodicky rozlozené podél primky. Takovyto ,, prekazkovy beh* vykondva napr. elektron pri pohybu v krystalu
kovu nebo polovodice. Jeho energie je pritom kvantovina tak, Ze miize nabyvat hodnot wvniti urcitych
energetickych pasii.

Naopak bude-li se délka L zmenSovat, tj. budeme-li se snazit Castici seviit sténami na stale kratsi
vzdalenosti, energie ¢astice poroste. To je v souladu s tim, co vime o energii atomil, atomovych jader a ¢astic.
Atomlim s rozméry fadoveé odpovidaji energie fadove , jadrim s rozméry energie fadove

, Casticim s jeSt€ mensimi rozméry pak energie v fadech

Toto je projevem dalSiho zdkona kvantové mechaniky, ktery nema obdobu v makrosvété - tzv.

Heisenbergrovych relaci neurcitosti (viz odstavec 2.5.14).

2.5.8 Kvantova Cisla

V prostorovém piipadé bude kvantovy stacionarni stav elektronu ur€en ne jednim, ale tfemi kvantovymi
Cisly:
1. hlavnim kvantovym ¢islem n - nabyva hodnot a urCuje energii piislusného

stacionarniho stavu atomu vodiku

2. vedlejsim (orbitalnim) kvantovym Cislem / - nabyva hodnot a urCuje tvar

atomového orbitalu

3. magnetickym kvantovym ¢islem m - nabyva hodnot a urcuje orientaci
atomového orbitalu v prostoru. Pro dané kvantové ¢islo / tedy nabyva celkem hodnot.

Danému hlavnimu kvantovému Ccislu n tedy odpovida celkem

kvantovych stavi rozliSenych Cisly / a m.

Trojice Cisel n, I, m udava také rozlozeni pravdépodobnosti vyskytu elektronu v prostoru. Toto rozlozeni
se veétSinou znazoriuje tak, ze se vymezi oblast, v niz je vyskyt elektronu dan s vysokou pravdépodobnosti (95
% az 99 %). Hovoti se o tzv. atomovém orbitalu elektronu.

Ve spektroskopii je zvykem oznacovat jednotlivé stavy hlavnim kvantovym ¢islem a vedlejsi kvantova
¢isla vyjadfovat pismeny s, p, d, f, g, ..., kterda odpovidaji po fadé¢ hodnotam . Tak napft. stav

je ur€en kvantovymi Cisly a . Stavy s jsou kulové symetrické, tj. pravdépodobnost vyskytu

elektronu v nich zavisi jen na vzdalenosti od jadra. V klasické, makroskopické fyzice by takovy mechanicky
pohyb Castice v poli centralnich sil nebyl mozny - napf. planety se pohybuji kolem Slunce vzdy po rovinnych
trajektoriich.
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2.5.9 Spin

Experimenty s chovanim atomii v magnetickém poli ukazaly, ze kvantovych stavl elektronu je ve
skutecnosti dvojnasobny pocet. Je to proto, Ze elektron piedstavuje vlastn¢ jakysi maly magnet, ktery se ve
vnéjsim magnetickém poli miize orientovat dvojim zptsobem - ve sméru pole a proti jeho sméru. Tato vlastnost
elektronu se oznacuje jako spin (anglicky spin = tocit, virit, krouzit), protoze elektron pfipomina rotaci nabitého
vicku v jednom nebo druhém sméru. Jedna se ovSem pouze o nasi predstavu, nebot’ u mikrocastic neni mozné
hovotit o jeji rotaci. Jedna o urc¢ity kvantovy pohyb, pro n€jz nemame v makrosvété analogii.

Dvé opacné orientace elektronu v magnetickém poli se budou lisit i energii a proto je lze popsat ¢tvrtym
kvantovym c¢islem - tzv. spinovym magnetickym kvantovym cislem , které nabyva pouze dvou hodnot:

. Kvantovy stacionarni stav atomu vodiku je tedy popsan ¢tyfmi kvantovymi Cisly n, [, m, ,

pti¢emz pro kazdému n odpovida celkem stavil.
Spin poskytuje informaci o tom, jak vypada ¢astice z riznych sméru:

1. - Castice vypada jako tecka, tj. ze vSech sméri se jevi stejna (viz obr. 104a)

2. - Castici lze znazornit jako Sipku, tj. pfi otaceni se jevi rizné (viz obr. 104b). Abychom
znovu dosahli ptiivodniho vzhledu, je tieba ji otocit a to o plnych

3. - ¢astice se podoba obousmérné Sipce (viz obr. 104c), tj. ztotoznéni nastane jiz po otoceni
0

4. - ztotoznéni Castice nastane jiz po otoceni o (viz obr. 104d)

6. - Castice bude vyhlizet stejné, ne po jednom celém obratu, ale po dvou obratech. Zde jiz

selhava predstava klasické geometrie a fyziky.

obr. 104

Na zékladé spinu (resp. spinového magnetického kvantového cisla ) lze castice rozdélit do dvou

skupin - na fermiony a bosony (viz podrobnéji odstavec 2.5.11).

2.5.10 Bohriiv model atomu
Vztahy mezi spektralnimi zakonitosti a stavbou atomu formuloval jiz v roce 1913 (tedy jesté pred zrodem
kvantové mechaniky) Niels Henrik David Bohr (1885 - 1962):
1. Atom je stabilni soustava slozena z kladné nabitého jadra, v némz je soustfedéna téméf cela
hmotnost atomu, a z elektronového obalu.
2. Atom se miZze nachazet pouze v kvantovych stacionarnich stavech s ur¢itou hodnotou energie (na
urcitych energetickych hladindch). V takovém stavu atom nevydava ani nepiijimd energii a
rozlozeni elektroni v jeho obalu je ¢asoveé neproménné.

3. Pii pfechodu ze stacionarniho stavu o energii do stavu o nizsi energii miZe atom vyzafit
kvantum elmg. zéfeni (foton) o frekvenci dané podminkou . Naopak pfi pohlceni
takového fotonu piejde atom ze stavu o energii do stavu o vyssi energii

Bohrtiv model atomu byl pouzivan pfed vznikem kvantové mechaniky. Vychéazel z analogie pohybu
planet kolem Slunce a byl jakousi kombinaci fyziky klasické a kvantové. Zaporn€ nabity elektron se v tomto
modelu pohybuje kolem kladné nabitého jadra po kruznicich. Pohyb po kruznici je zptisoben dostfedivou silou,

kterou v tomto pripadé je Coulombovska pfitazliva sila. Tedy plati: . Bohr déle doplnil

88



© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha 1 Matematika pro fyziky
kvantovaci podminku, kterou lze interpretovat jako pozadavek, aby se na kruhovou trajektorii poloméru » vesel
celociselny nasobek de Brogrlieovych vinovych délek:

Resenim obou rovnic jako soustavy pro neznamé r a v dostavame polomér kruhové trajektorie a velikost

rychlosti ob¢hu elektronu kolem jadra v zavislosti na n: a

Nyni je mozné na zakladé pravé odvozenych vztahii urcit energetické stavy atomu vodiku. Je tieba znat
celkovou energii £ elektronu. Ta je dana kinetickou energii elektronu pii jeho obéhu kolem jadra a

potencialni energii , kterou ma elektron vzhledem k jadru. Pro kinetickou energii elektronu tedy je
mozné psat:

Podobné¢ mizeme vyjadfit potencidlni energii elektronu vzhledem k atomovému jadru. Zaporné

nabity elektron se pohybuje v elektrickém poli, které vytvari kladné nabité atomové jadro. Potencial kladné

nabitého atomového jadra ve vzdalenosti od jadra je dan vztahem , kde je naboj jadra
(jadro ma stejn¢ velky naboje jako elektron). Potencidlni energie zaporné nabitého elektronu je pak dana

vztahem , coz mizeme dale upravit na tvar:

Pro celkovou energii elektronu ve stavu n pak plati:

Pii ptechodu elektronu z vyssi energetické hladiny na niz§i hladinu dojde k vyzafeni elmg.
zafeni o frekvenci , ktera spliiuje podminku . Odtud lze tuto frekvenci urcit:
Po dosazeni za energie prislusnych hladin dostavame:

, pfiCemz je vidét, Ze tato frekvence zavisi pouze

hlavnich kvantovych ¢islech, popisujicich pfislusnou energetickou hladinu, nebot’ zlomek je dan pouze

zakladnimi fyzikalnimi konstantami. Po oznaCeni a dosazeni dostaneme , COZ je

hodnota Rydbergovy frekvence.

Podle tohoto modelu elektron obiha kolem jadra jako planety kolem Slunce po kruhovych trajektoriich
(pozdgji byl model rozsifen i na trajektorie eliptické), ale poloméry téchto drah a velikosti rychlosti (resp.
energie) elektronu jsou kvantovany.

Bohriv model nepopisuje adekvatné atom vodiku (nevysvétli napt. jeho kulovou symetrii, ...), a tim

vvvvvv
v

. Obrazek atomu jako malé planetarni soustavy se pro svou nazornost stal velmi
popularnim.

2.5.11 Princip nerozliSitelnosti ¢astic a Pauliho (vvludovaci) princip

Pii zkoumani systému vice ¢astic (napf. elektrony v atomovém obalu, ...) v kvantové mechanice se
projevi dva nové fyzikalni zakony, které nemaji obdobu v makrosvété:

1. princip nerozliSitelnosti ¢astic - na rozdil od jakychkoliv dvou makroskopickych objekti (zrnka
pisku, mravenci, listi na stromé, lidé, ...), které dovedeme vzdy rozlisit jsou ¢astice vSechny zcela
stejné, tj. nelze je zadnym zplsobem oznacit (obarvit, ocislovat, ...). Tato skutecnost je
experimentalné ovefena a hraje podstatnou roli v chemické vazbé.

Poznamka: Pomoci kvantovych cisel cislujeme nikoliv elektrony, ale kvantové stavy, v nichz se elektron nachazi.
Analogicky cisly tramvaje cislujeme ne jednotlive vozy, ale linky, trati.
2. Pauliho (vyludovaci) princip (z roku 1924) - v daném systému nemohou existovat soucasné dveé
Castice v témz kvantovém stavu, tj. s tymiz hodnotami kvantovych ¢isel n, , m,

89



© Jaroslav Reichl, SPSST Panskd, Praha 1 Matematika pro fyziky

Podle platnosti Pauliho principu rozdélujeme Castice na dva druhy:
1. fermiony - ¢astice, jejichz uplny popis vypracoval italsky fyzik E. Fermi a k nimZ patii elektron,
proton, neutron, ...; jedna o Castice s polociselnym spinem, které tvoii veskerou latku vesmiru
(hvézdy, planety, zvifata, lidi, ...) a pro néz plati Pauliho vylucovaci princip
2. bosony - ¢astice, jejichz popis vypracoval indicky fyzik J. Bose spolu s A. Einsteinem a k nimz
patii foton, mezon a dalsi castice zprostfedkujici silové interakce mezi ¢asticemi latky, ...; jde o
Castice s celociselnym spinem a Pauliho vyluCovaci princip pro né neplati
Poznamka: Rozdil mezi fermiony a bosony lze lépe pochopit na prikladé navstévniki kina. Prijdou-li na
predstavent snoby, tj. lidi, kteri nesnesou vedle sebe nikoho jiného a budou chtit ukdzat svoji dileZitost, bude v
kazdé radé kina sedet jen jeden divak (fermion). Pouze bude-li jich v kiné vice nez je rad, sednou si do rady po
dvou, ale vidy jeden v radé si sedne demonstrativne celem vzad, aby se nejak odlisil. Pokud prijdou na
predstaveni deéti (bosony), natlaci se vSechny do prednich rad, aby dobre vidéli a nic ji neuniklo, zatimco zadni
Fady zustanou prazdné.

Pauliho princip vede k zavéru, Ze mtize existovat jen urcity pocet druhil atomi s piesnym rozlozenim
elektronti ve svych obalech. Vysvétluje zakonitosti periodické soustavy prvkli a tim i celého bohatstvi
chemickych sloucenin i biologickych systémul. Je to princip ,,strukturotvorny®, nebot’ umoziuje existenci celého
naseho svéta (veéci, zvifat, lidi, ...). Fotony, pro které Pauliho princip neplati, mohou byt vSechny v témz
kvantovém stavu, s touz energii a frekvenci, mohou vytvaret elmg. vinu, ale nelze z nich vytvaret zadné
struktury.

vvvvvv

vvvvvv

byla nejniZsi a nebyl pFitom narusSen Pauliho vyluéovaci princip. Celkova soustava elektrontl, které vytvareji
obal atomu a jsou rozloZeny podle kvantovych stavl, se nazyva elektronova konfigurace daného prvku.
Zapisuje se tak, ze se pocet elektrond s danym hlavnim a vedlejsim kvantovym c¢islem vyjadiuje pomoci

exponentu nad piisluSnym symbolem. Takovych stavii muze byt vzdy nejvyse . Napriklad
elektronova konfigurace Zeleza s 26 elektrony je

Z historickych divodt se stavy s kvantovymi Cisly nazyvaji slupky a oznacuji se
pismeny . 'V kazdé slupce pak rozlisujeme podslupky . Celkovy pocet
elektrontl v jednotlivych slupkach a podslupkach je:

K L M N o

Is | 25 | 2p | 3s | 3p | 3d | 4s | 4p | 4d | 4 | 55 | 5p | 5d | 5f | 5¢

2 2 6 2 6 10 2 6 10 | 14 2 6 10 | 14 | 18

2 8 18 32 50

Pocet prvki: | 2 8 8 18 18

tab. 2
Poznamka: Oznaceni jednotlivych slupek (K, L, M, ...) lze chapat také jako oznaceni jednotlivych period
periodické soustavy prvkii, pricemz perioda je oznacena podle nejvyssiho n.
Ve skutecnosti se jednotlivé slupky a podslupky nezapliuji pfesné v tomto poradi. Rozhodujici totiz je
dosazeni nejnizsi energie a ta nemusi vzdy odpovidat rostoucimu potadi kvantovych Cisel.
Néazvy slupek:
1. ynmitfni - slupky s niz§imi kvantovymi Cisly, elektrony jsou v nich blize k jadru a jsou k nému
pevnéji vazany a méné ovliviiuji chemické vlastnosti prvka.
2. valenéni - posledni, vné&jsi slupka. Pocet elektronid v ni rozhoduje o chemické vaznosti prvku:

a) je v ni 1 elektron - je jen slabé vazan k jadru a atom je chemicky velmi reaktivni, protoze tento
elektron se miize snadno uvolnit (alkalické kovy - Li, Na, K, Rb, Cs, Fr)

b) 1 elektron chybi do uplného zaplnéni slupky - atom velice snadno reaguje s ostatnimi atomy, které
jsou schopny tento jeden chybé&jici elektron dodat. Jedna se o halogeny (F, CI, Br, I, Af)

c) slupka je zcela zaplnéna - atomy jsou chemicky zna¢né nete¢né (vzacné plyny - He, Ne, Ar, Kr,
Xe, Rn)

2.5.12 Exkurze do vysokoskolské kvantové fyziky

V tomto odstavci se pokusime ukazat pohled na kvantovou mechaniku v tplnégjsi (hlavné matematické)
podobé. Bude se jednat o aplikaci vysokoskolské matematiky na kvantovou fyziku, nicméné se pokusime o
velmi jednoduché (ale pokud mozno spravné) vysvétleni.

2.5.12.1 Kvantovd fyzika versus klasickd fyzika

Jak bylo naznaéeno uz v odstavci 2.5.6.2, kvantova mechanika nepouziva k popisu vlastnosti ¢astic
klasické postupy. Divodi je hned nékolik:
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1. kvantova mechanika popisuje (vétSinou) soubory velkého poctu Eastic, z cehoz vyplyva i nutnost
pouzivat zavéry statistické matematiky

2. kvantovda mechanika musi byt schopna spojit korpuskularni a vlnovy popis castic (tzv.
korpuskularné vinovy dualismus)

3. kvantova mechanika musi brat v avahu fakt, Ze jakymkoli méfenim dochazi (vétsinou) k destrukci
meétfeného objektu (nebo se alespon dramaticky méni stav tohoto systému) - podrobnéji viz
odstavec 2.5.14.3

2.5.12.2 Zakladni postulaty kvantoveé mechaniky

Na zéklad¢ divodt uvedenych v odstavei 2.5.12.1 je mozné kvantovou mechaniku vybudovat na zakladé
téchto zakladnich postulati:
1. Kazdy stav fyzikalniho systému je mozné popsat tzv. vinovou funkci. Tato funkce je vétSinou
komplexni funkce realné proménné.

Kazdé pozorované veli¢ing je pfifazen jeji operator.

3. Jediné mozné hodnoty, které lze naméfit pfi méfeni pozorovatelné velic¢iny D jsou jeji
charakteristické (vlastni) hodnoty, které ziskame feSenim charakteristické rovnice operatoru
pritazeného méfené veli¢ing D.

4. Jestlize je systém ve stavu popsaném vinovou funkci , je kvantova stfedni hodnota

pozorovatelné veli¢iny D pii jistém sledu méfeni rovna

5. Operator Casové zmény ma tvar

Nyni se pokusime jednotlivé postulaty okomentovat.

V prvnim postulatu se zavadi vinova funkce, coz na prvni pohled vypada, Ze se jedna jen o jakousi
matematickou konstrukei, ale ukazuje se, Ze vinova funkce (resp. jeji kvadrat) ma fyzikalni smysl.

Druhy postulat hovoii o operatorech, které se obecné znaci ,,pismenkem se stiiskou* (napt. , , ,
...). Operator je ,néco” do mizeme aplikovat na né&jakou funkci. Pfikladem mohou byt nasledujici dva

operatory: a (absolutni hodnota). Pokud nyni vytvofime operator resp. , ktery nyni
aplikujeme na funkci , dostaneme: resp.

Jak je vidét a o takovych dvojicich
operatorech fikame, Ze nejsou komutativni (nekomutuji). Operatory, pro které , jsou

komutativni (komutuji).
Na zakladé druhého postulatu je mozné vytvofit navod, jak veli¢inu z klasické fyziky prevést do fyziky
kvantové. Staci uvazovanou veli¢inu vyjadfit pomoci soufadnice polohy x a pomoci hybnosti a poté tyto

veli¢iny nahradit jejich operatory. Pfitom ale je tfeba vzit v uvahu komutativnost (resp. nekomutativnost)
uvazovanych operatort.

Poloha a hybnost se vybiraji proto, ze v klasické mechanice to jsou praveé poloha a rychlost (a hybnost je
v podstaté rychlost), které udavaji charakter pohybu (a je z nich mozné dopocitat drahu, pusobici silu, ...). V
kvantové fyzice tyto dvé veliiny ale nekomutuji, tj. nelze je namétit obé dvé najednou piesné (viz odstavec
2.5.14 o relacich neurcitosti).

Uvedenym zpusobem je celkové energii dané soustavy pfifazen operator , ktery se nazyva
Hamiltoniv operator nebo zkracen¢ hamiltonian.

Tieti postulat hovoii o nalezeni vlastnich hodnot €, které miZeme pii méfeni dané velifiny
reprezentované operatorem naméfit. Je mozné je nalézt fe§enim charakteristické rovnice £ = 2.F. V tomto
zapisu by se mohlo zdat, ze je mozné rovnici vydélit funkci f a vyrazn€ si ji zjednodusit. To ale neni mozné,
nebot’ vyraz predstavuje aplikaci urcitého operatoru na funkci (napf. , , ...)-Vlastnich hodnot dané

veliCiny miZze byt vice a v zavislosti na pfislusné veliciné¢ dostavame bud’ spojité nebo diskrétni spektrum
(mnozinu) vlastnich hodnot.
VétSinou se ale postupuje obracené, tj. na zakladeé vlastnich hodnot se hleda prislusna funkce f.
Vlastni hodnota mize byt:
1. degenerovana - k dané vlastni hodnoté existuje vice vlastnich funkeci f
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2. nedegenerovana - k dané vlastni hodnot¢ existuje jedna jedina funkce f.

Pro vlastni hodnoty energie se fesi Schrodingerova rovnice ve tvaru (podrobnéji viz odstavec
2.5.13).

Ctvrty postulat umozituje vypoéitat sttedni hodnotu méfené veli¢iny D. Vzhledem k tomu, e béhem
méfeni ziskame velké mnozstvi vlastnich hodnot (méfime na systému mnoha ¢astic), je tieba ze ziskanych
vlastnich hodnot udélat ,,primérnou hodnotu®, tj. vypocitat stfedni hodnotu. V ramci klasické fyziky je mozné

stfedni hodnotu méfené veliiny D urdit takto: , kde jsou vlastni

hodnoty veli¢iny D naméfené béhem experimentu.

V ramci kvantové fyziky se postupuje trosku jinak: . (Integral nahrazuje soucet
nekonecné velkého poctu s¢itanct.) Vyraz udava pravdépodobnost naméfeni dané veliiny v intervalu
. Pfi vypoctech se snazime o normovani vinové funkce , tak aby , tzn. Ze uvedeny

integral skutecné odpovida pravdépodobnosti.

Vypoctena stiedni hodnota nemusi viibec nic vypovidat o namétenych hodnotach (napt. pfi hazeni minci
jsou dvé mozné vlastni hodnoty: panna a orel a pfesto stfedni hodnota neexistuje).

Stav odpovidajici vinové funkci se vétSinou oznacuje symbolem (tento symbol pochazi z

Diracovy ,.ket-bra notace™ a nazyva se vektor ket). Nékdy (ale to je za ramec tohoto ¢lanku) se téZ vyznacuje v
jaké reprezentaci se pocita - tj. jestli jsou veli¢iny vyjadiené pomoci:

1. soufadnice x -

2. hybnosti p -

Paty postulat kvantové mechaniky zavadi operator ¢asové zmény ve tvaru , kde i je imaginarni

jednotka a redukovana Planckova konstanta. Jedna se o specialni operator, ktery se aplikuje na funkci,

kterd se méni v Case (je zavisla na Case), a tim tuto zménu matematicky popiSe v ramci kvantové fyziky.
Dulezity tento operator bude pfi fesSeni Schrodingerovy rovnice (viz odstavec 2.5.13).

2.5.12.3 Superpozice

Pojem superpozice, tj. takovy stav hmoty, ktery v klasické fyzice nezname, se pokusime vysvétlit na
energii elektronu v atomu. Jak bylo uvedeno v odstavci 2.5.10, elektron se v atomu miiZze nachdzet pouze na
uréitych ,,vybranych“ energetickych hladinach. Redeno matematicky: energie elektronu v atomu miZe nabyvat
pouze diskrétnich hodnot a nikoliv spojitych, jak jsme zvykli z klasické fyziky. Tato energie (viz odstavce 2.5.8
a2.5.10) souvisi s hlavnim kvantovym ¢islem, které urcuje stav elektronu.

Superpozice je vazenym souctem (slozenim) nékolika riznych stavii (ndzev superpozice je odvozen od
slova superponovan - nalozen jeden na druhy). Pro elektron v superpozici stavli s riznou energii nema pojem
jeho vlastni energie dost dobry smysl (jeho stav neodpovida zadné z energetickych hladin v atomu). To se
projevi i pii pokusech jeho energii zméfit. Pfi méfeni totiz dostaneme tu jednu tu jinou hodnotu energie, ktera
vystupuje v superpozici. Vysledky maji pritom zcela nahodny charakter a je mozné je pouzit dokonce jako
idealni ndhodny generator. Vysledky tedy nejsou piedvidatelné - jediné, co mizeme piedpoveédét je statistika
rozloZeni vysledki (jejich pravdépodobnost).

Mg¢feni je tedy podle kvantové teorie ndhlym a nevratnym zasahem do vyvoje systému. Zatimco se
izolovany systém vyviji hladce a deterministicky (tj. pfedpovidateln¢), v okamziku méfeni se jeho stav
nevyhnutelné drasticky zméni (viz podrobngji odstavec 2.5.13). Superponovany stav prechdzi na stav
odpovidajici konkrétni hodnotg, ktera byla v experimentu naméfena. Stav celého systému se tedy méfenim méni
(viz téz odstavec 2.5.14).

Pfi matematickém popisu superpozice vyjdeme z analogie vektorl. Schopnost kvantovych stava
sdruzovat se do libovolnych superpozic pfipomind geometrické vlastnosti vektorll. V matematické formulaci

kvantové teorie je proto stav systému reprezentovan vektorem abstraktniho vektorového prostoru (tzv.
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Hilbertiiv prostor). Kazdy vektor pak lze vyjadfit jako linearni kombinaci (superpozici) vektorti baze pro
, kde pro komplexni koeficienty  plati:

Dimenze n (ktera je dana poétem bazovych vektorti) stavového prostoru miize byt riizna - konecna (napf.
2) i nekonecna. Napft. energetické stavy elektronu je mozné popsat pomoci ¢tyf kvantovych Cisel (viz
odstavec 2.5.8) ve stavovém prostoru elektronu; dimenze je v tomto pfipadé nekonecna.

Jsou-li bazovymi stavy stavy odpovidajici jednotlivym (kvantovanym) hodnotam  veli¢iny X, je

pravdépodobnost naméteni vysledku ve stavu dana vyrazem . (Napt. pro elektron ve
stavu bude s pravdépodobnosti  namétena hodnota energie odpovidajici hlavnimu

kvantovému cislu a s pravdépodobnosti  hodnota odpovidajici )

Casovy vyvoj kvantového systému si Ize predstavit jako spojity pohyb stavového vektoru v prostoru
stavi, pfi némz se jednotkova délka vektoru zachovava. DilezZitou vlastnosti kvantové evoluce je jeji linearita:

Jestlize se stav za Cas t vyvine ve stav a stav ve stav , pak superpozice se
vyvine v
Tyto skutecnosti se v matematickém vyjadreni charakterizuji tvrzenim, Ze transformace na je

unitarnim linearnim operatorem.

2.5.13 Schrodingerova rovnice a kolaps vlnové funkce

2.5.13.1 Popis bez matematiky

Schrodingerova rovnice je deterministickou rovnici, tak jako Newtonovy nebo Einsteinovy pohybové
rovnice. Jestlize tedy zadame hodnotu vinové funkce v daném casovém okamziku, d& se pfesné predpovédet,
jaké hodnoty nabude vinova funkce v budoucnosti, nebo jakou hodnotu méla v minulosti (viz napf. analogii s
Newtonovymi pohybovymi rovnicemi, které popisuji pohyb planet ve Sluneéni soustavé, ...). Rovnice tedy
popisuje chovani, které je viici ¢asu zcela vratné.

Pfedstavme si uréitou vinovou funkci, kterda matematicky reprezentuje chovani elektronu, na ktery se
zrovna nedivame. Tato funkce v sobé zahrnuje vSechny moznosti, které mohou nastat, kdyz budeme elektron
sledovat pomoci néjakého méficiho zatizeni (fluorescencni stinitko, ...). To vlastné neznamena nic jiného, nez
ze Schrodingerova rovnice umoziuje predpovédét vsechny mozné pripady vyvoje chovani elektronu, pokud ho

vvvvvv

elektronu, které by pfi jeho pozorovani v minulosti nastaly.

Je prirozené pfiejit od vinové funkce, ktera obsahuje vSechny potencialni moznosti vyvoje systému, k
uréeni toho, co se skute¢n¢ stane pfi experimentu. Jinymi slovy je tieba piejit k samotnému procesu méteni.
Jestlize provedeme jedno konkrétni méfeni, elektron bude zaznamenan tak, jako kdyz dopadne prave do jednoho
bodu stinitka. Takze Casové symetricka vinova funkce, a tim i samotny systém, projde béhem procesu méfeni
jistou transformaci. Dojde k okamzitému a nespojitému zizeni z jedné formy vinové funkce, které v sobé
osahovala vSechny moznosti dal§itho vyvoje, na jednu jedinou konkrétni, kterd odpovida jedné hodnoté
zaznamenané béhem meéteni.

Tato transformace, ktera z hromady pravdépodobnych moznosti vybere jednu, se nazyva zuZeni (kolaps)
vinové funkce. Ze vSech moznosti vyskoci z , krabicky* prave jedna, kdyz ,,zatdhneme* za vilnovou funkci.
Pozndmka: Pojem kolapsu vinové funkce Ilze vysvétlit pomoci ndzorného prikladu. Predstavme si, Ze sedime v
hledisti kvantového divadla. Na jevisti za zavienou oponou se najednou micha nekonecna rada moznych
predstaveni do Shakespeara pres Ibsena a Wildem konce. Jakmile se ale zvedne opona, vinova funkce divadla
zkolabuje na jednu z her a je mozné poznat, Ze se pravé hraje V zajeti filmu (CD 94).

Zda se, ze kdyz se nedivame, chova se vinova funkce pii svém vyvoji deterministicky a proces je vratny.
Ale pii méteni polohy dopadu elektronu na stinitko (pfi zvednuti opony a shlédnuti ¢asti hry, ...) jde o proces
nevratny. Pii kolapsu vinové funkce (proces méfeni) se vSechny moznosti zuzuji pouze na jednu realnou
udalost. To naruSuje symetrii mezi stavy v minulosti (potencialni mozZnosti) a v soucasnosti (aktualni udalost).
Skutecné je tomu tak, ze kdyz se pokusime z naméfenych vysledkd rekonstruovat minulou historii systému,
obdrzime nekorektni vysledky.

Vlnova funkce tedy kolabuje pfi procesu méfeni (jak tvrdi John von Neumann), ale pro samotny proces
kolapsu vlnové funkce neni navrzen zadny mechanismus. Je jasné, ze tento proces nelze popsat
Schrédingerovou rovnici, protoze ta popisuje vratné a deterministické dé€je, zatimco proces kolapsu je sam o
sobé nevratny a nahodny. A to je jadro problému méfeni, ktery ma velkou dulezitost pro smér ¢asu a je zdrojem
mnoha paradoxi (viz dale odstavec 2.5.17).

Nézornou formou je kolaps vinové funkce znazornén na obr. 105 a obr. 106.
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V kvantové fyzice existuje jeSté jeden proces a to dekoherence. Jedna se o néco jiného, nez je kolaps
vinové funkce, takze neni mozné tyto dva pojmy zaménhovat. Dekoherence je proces, v némz se samovolné
(zatimco u kolapsu vilnové funkce je to pod vlivem méfeni daného fyzikalniho systému) ztraci informace o
vzajemnych fazich v superpozicich stavli jednotlivych kvantovych objektii. Je disledkem interakce systému s
okolim.

\/3/ foy L G e

Rezplacneme-fi mouchu, je lokalizovina,

Zivd moucha zapliiuje cely prostor Bobuzel se tim ale nici.
obr. 105 obr. 106

2.5.13.2 ... a trochu (vysokoSkolske) matematiky

Hledani vlastnich hodnot energie znamena fesit Schrodingerovu rovnici ve tvaru , kde je
hamiltonian daného systému piedstavujici celkovou energii systému. Pokusime se ho nyni odvodit na zakladé
odstavce 2.5.12.2, v némz byl dan navod, jak ptevést veli¢inu z fyziky klasické do fyziky kvantové. Zakladem je
vyjadfit v§echny veli¢iny pomoci polohy nebo hybnosti.

Operator polohy je jednoduchy: , pro operator hybnosti plati: , tzn. ze vektor
hybnosti je mozné psat ve tvaru: . 'V uvedenych vztazich pfedstavuje i imaginarni
jednotku a redukovanou Planckovu konstantu.

Pro vypocet hamiltonianu systému si sta¢i uvédomit, Ze predstavuje celkovou energii systému, tj.

, kde  znali operator kinetické energie a  operator potencialni energie. Z klasické fyziky vime,
ze kinetickou energii lze psat ve tvaru . Dosazenim do
hamiltonidnu a nahrazenim operatorQ hybnosti dostaneme:

. (Posledni uprava

vyplyva z definice komplexnich ¢isel v odstavei 1.9.1: )

Nyni je uz mozné tesit Schrodingerovu rovnici ve tvaru . Redeni zde nebudeme uvadét z
nékolika dtvoda:
1. Schrodingerova rovnice je parcialni diferencidlni rovnice, jejiz feSeni je bez zakladu
diferencialniho a integralniho po¢tu nemozné piedvést
2. postup feSeni velmi silné zavisi na tvaru hamiltonianu daného systému (jednorozmérny ptipad,
tiirozmérny ptipad, nulova potencidlni energie, nenulova potencialni energie, ...)
3. plné feseni neni pro dalsi vyklad nutné

Zastavime se pouze u nasledujiciho aspektu Schrodingerovy rovnice. Podle konkrétniho fyzikalniho
problému (systému Castic) se mize feSeni vyrazné zjednodusit. Obecna Schrodingerova rovnice je zavisla jak na
prostorovych soutadnicich, tak na ¢ase. Tyto 4 soufadnice (3 prostorové a jedna Casova) vystupuji jednak v
hamiltonianu daného systému a jednak ve vIinové funkci: . Tato vInova funkce se bude tedy

vyvijet jak v Case, tak v prostoru. Popsat ¢asovou zménu této funkce je mozné pomoci derivace: zapis

znamena parcialni derivaci funkce podle casu.

Poznamka: O parcialni (¢astecnou) derivaci podle casu se jedna proto, zZe dand funkce je zavisla i na jinych
parametrech nez jen na c¢ase. Podrobnéji je o parcialnich derivacich pojedndno v odstavci 1.10.4.6.2.
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Jinym zptisobem je mozné v ramci kvantové mechaniky popsat ¢asovou zménu néjaké funkce pomoci

operatoru Casové zmény (viz odstavec 2.5.12.2). Dostaneme tak: . Pravé jsme popsali

dvéma rtiznymi zpisoby Casovou zménu funkce . Oba dva zplsoby musi byt ale identickeé,
takze je mozné psat:

Pii feSeni této rovnice se vétSinou (pokud to fyzikalni situace pfipousti) vyfesi problém v
jednorozmérném (nejjednodussim) piipadé a teprve poté se zobecni (uz analogickym postupem pouze

N

Pokud se tedy omezime na jednorozmérny pfipad s tim, Ze budeme fesit jen tzv. Schrodingerovu ¢asovou
rovnici (tj. bude nas zajimat pouze vyvoj dané¢ho fyzikalniho systému v zavislosti na ¢ase), pak jednoduchou

matematickou upravou dostaneme . Tato rovnice patfi mezi ta nejjednodussi vyjadieni

Schrédingerovy rovnice. V tomto tvaru se s ni také setkame v odstavei 1.1.1.2.

2.5.14 Heisenbergrovy relace neurcitosti
V mikrosvéte existuji dvojice veli€in, u nichz neni mozné soucasné namertit naprosto presnou (ostrou)
hodnotu. Napf-.:

1. vybereme-li ze svazku svételnych paprskit jeden foton, je mozné zméfit snadno presné jeho
frekvenci f'a tim i jeho energii £ a hybnost , ale ne jeho polohu

2. analogicky je tomu s elektronem v katodovych trubicich - mizeme pfesné urcit jeho energii a
hybnost, ale nikoliv polohu

3. pfi dopadu elektronu na fluorescencni stinitko lze urcit pfesné jeho polohu, ale ne energii a
hybnost

Tyto skute¢nosti matematicky vyjadiuji Heisenbergovy relace neurcitosti.

2.5.14.1 Prvni Heisenbergova relace neurcitosti

Chceme-li zméfit polohu néjaké Castice, ,,posvitime® si na ni n¢jakym svétlem (zafenim) o vinové délce

. Pfi daném zafeni neni mozné rozeznat piedméty mensi, nez . Pfesnost méfeni polohy (neurcitost polohy)

je tedy . Dopadem zafeni (tj. fotonli) na ¢astici dojde k zaroven k predani hybnosti ve stejném
sméru, v jakém dopada zareni. Nejmensi pfedani hybnosti nastava v piipadé dopadu jednoho fotonu, jehoz

velikost hybnosti je . Diky tomu se po ,,srazce* fotonu a ¢astice zmeéni hybnost ¢astice o velikost

(Castice byla pred dopadem fotonu v klidu). Tim padem dostavame: . Tento vztah plati

obecné. Uzitim zakladnich predpokladi kvantové teorie se pii pfesném odvozeni ukazuje, ze spodni mezi

uvedeného soucinu je . Vzhledem k tomu, ze v kvantové mechanice se velmi ¢asto vyskytuje zlomek ,
bylo zavedeno oznaceni , pficemz . Proto mtizeme 1. Heisenbergovu
relaci neurcitosti psat ve tvaru: - soucin nepfesnosti, jichz se dopoustime pii soucasném meéfeni

polohy a hybnosti ¢astice, je roven nejméné

Pravé odvozena relace neurcitosti fika, ze ¢im presnéji zname polohu Castice, tim neurcitejsi je informace
o0 jeji hybnosti (a tedy je i vétsi rozptyl v ur€eni kinetické energie) a naopak. Zvétsuje-li se , klesa a

Podle zakoni kvantové mechaniky castice nemlze mit soucasné presnou polohu a piesné urcenou

hybnost. Proto nema smysl mluvit o tom, Ze se ¢astice pohybuje po néjaké trajektorii n&jakou rychlosti a
mluvime pouze o pravdépodobnostech vyskytu ¢astice v prostoru.
Poznamka: Vzhledem k tomu, zZe Ccastice, ktera byla pri odvozovani brana v uvahu, byla na zacatku
,,pozorovani“ v klidu, zacala se pod vlivem srazky s fotonem pohybovat po primce (ne po zakvivené trajektorii).
Proto ve zcela spravném zapisu 1. Heisenbergovy relace nevystupuje velikost hybnosti p, ale pouze velikost jeji
x-ove slozky
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2.5.14.2 Druha Heisenbergova relace neurcitosti

Me¢étime-li frekvenci fpo dobu , zjistujeme vlastng, kolikrat za tuto dobu nastal uréity jev, tj.

Minimalni chyby v ureni frekvence se dopustime, zméfime-li co nejpiesnéji poCet n. Ten lze méfit s

(maximalni) pfesnosti . Je tedy vzdy . Tim padem energii mizeme méfit s presnosti
, odkud dostavame: . Také tato relace ma obecnou platnost a pii pfesnéjsim odvozeni

vyjde dolni mez chyby a 2. Heisenbergovu relaci neurcitosti tedy mtzeme psat ve tvaru: -

soucin chyby v urCeni energie a Casového intervalu, po ktery provadime méfeni, je roven nejméné

Zasadni rozdil od prvni relace neurcitosti je ten, ze zde neni chyba v urceni ¢asu, ale ¢asovy interval,
po ktery se méfeni provadi.

2.5.14.3 Méieni v oblasti mikroobjektii

Jak je vidét z pravé nastinénych odvozeni Heisenbergovych relaci neurcitosti, méfici metoda ovliviiuje
vysledky méteni. Tuto skutecnost (interakci méticiho pfistroje s métenym objektem), je tfeba pti vSech méfeni v
mikrosvéte brat v tivahu. Kdybychom tato omezeni nerespektovali, dostali bychom uZzitim riznych metod rizné
vysledky pro tutéz veli¢inu (odtud plynou nazory, Ze ,mikroobjekty nelze objektivné pozorovat®, ...).
Mikroobjekty jsou objektivné plné pozorovatelné (v mezich danych relacemi neurcitosti), ale pro kazdé méfeni
je tieba vypracovat piesnou teorii méfeni.

2.5.15 Tunelovy jev

Typickym piikladem vinovych vlastnosti ¢astic je tzv. tunelovy jev. Uvazujme Castici, kterd ma ptekonat
né&jakou bariéru - dostat se pfes svah, dostat z n¢jaké (potencidlové) jamy, ... Z klasické fyziky vime, Ze je to
mozné pouze tehdy, pokud bude mit Castice dostatecné velkou energii. (Napf. kmitajici kulicky v hladké misce
tuto misku nemohou opustit, pokud neziskaji dostate¢nou energii k piekonani okraje misky.) Viny se ale na
rozdil od ¢astic mohou dostat diky ohybu i1 za ptekazku a pokracovat v dal§im Sifeni prostorem. Mikrocastice
podle zakont kvantové fyziky mohou skutecné proniknout bariérou, aniz by k tomu méli dostate¢nou energii -
mohou se ,,protunelovat™ a najednou se ocitnou za piekazkou.

Uvazujme castici s energii , ktera se blizi k + —— tastice dopadajici

potencialovému valu, jehoz ,,vyska® je ( ), 4. —— Céastice odratené

klasicky je k jeho pirekonani tfeba energie 0 —— castice proslé
(schematicky znazornéno na obr. 107). Timto
potencidlovym valem ve skutenosti je napf. kovova
desticka, silové pole, povrch vodice, ,,hranice* atomového
jadra, ... Vétsina castic se od valu odrazi zpét (na obr. 107
je relativni mnozstvi odrazenych a proslych ¢&astic
znazornéno rizné dlouhymi Sipkami). V klasické fyzice,
by se do prostoru za valem nedostala zadna Castice.

—_— —
.‘—

-

obr. 107

V kvantové interpretaci existuje nenulova pravdépodobnost E
nalezeni Castice za potencidlovym valem. To znamena, Ze Castice se na ,,  a.. .. “ .
e PV . “wypijéeni splaceni

druhou stranu valu dostala, pfestoze jeji energie je nizsi, nez je energie

. o . S . BHETTie dluhu™
nutnd na prekondni potencidlového valu. Castice se tedy na druhou jE
stranu valu ,,protunelovala“. 0

Pozndmka: Tunelovy jev lze prirovnat k situaci, kdy vezmeme maly — 4———
kaminek a lehce jej hodime proti sklenenému oknu. V klasické predstave

se kaminek od skla odrazi a spadne na zem. V kvantovem pripadé

kaminek projde sklem a na druhé strané spadne na podlahu pokoje, aniz X
by porusil sklenéné okno. obr. 108

-

Pro hrubé vysvétleni tunelového jevu je mozné si predstavit, ze Castice dokaze svoji energii néjakym
zpisobem ménit, tiebaze vzdy jen na kratko. K tomuto tvrzeni ndm dava opravnéni 2. Heisenbergova relace
neurcitosti: velikost energie ¢astice mlize uvnitf hranic stanovenych touto relaci spontanné preskakovat z jedné
hodnoty na druhou. Jinymi slovy, ¢astice si miize dodate¢nou energii (nutnou na ptekonani potencialového valu)
na prislusnou pevné stanovenou dobu ,,vyptjcit™ (viz obr. 108). V souladu s relaci neurcitosti plati, ze ¢im kratsi
je lhita navratnosti takové ptijcky, tim vétsi je jeji povoleny rozsah.

Poznamka: V ramci relace neurcitosti tedy nemusi platit zakon zachovani energie.

Timto zpusobem byla energie ¢astici ,,pjcena® za prisnych podminek. Pokud se ¢astice nedokaze dostat

na druhou stranu bariéry diive, nez vyprsi vypijcni lhita, bude se muset vratit zpatky. Takové castice se od
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bariéry, do které stihly proniknout jen z¢asti, jednoduse odrazi. Proces ,,pijéovani® energie je navic velmi
nahodily (jako ostatné vétSina kvantovych jevl), takze pfi interpretaci tunelového jevu je nutné pouzivat
statistiku a pravdépodobnost. Obecné plati, ze ¢im je potencidlovy val $irSi, tim méné jsou castice pii jeho
,protunelovani® uspésné, tj. tim vétsi ¢ast jejich poctu se od néj odrazi.

Situaci si lze opét predstavit na jevu z bézného zivota: dosavadnim pochodem vycerpany turista se
vyveze lanovkou na misto blizko vrcholu kopce, odkud jiz samotny vrchol snadno piekona.

Timto zpuisobem mize dochazet v elektrickém poli k emisi elektroni z kovii, piestoze energie elektront
je niz§i nez prislusnd vystupni prace. Diky tunelovému jevu vylétaji napt. Castice z atomovych jader. Na
tunelovém jevu je zalozena fada polovodi¢ovych prvki a fada citlivych méficich metod. Vyklad tunelového jevu
je mozné provést na zakladé pravdépodobnosti: ¢astice musi vykonat nejprve fadu neuspésnych pokust, nez se
,»J1 podafi“ uvolnit se napt. z kovu. Pro ¢astici, kterda ma dostatecné mnozstvi ,,pokusti” na opusténi kovu tedy
neplati znamé pfislovi: ,,Hlavou zed’ neprorazis.

2.5.16 ***Einstein versus kvantova mechanika

Einstein nechtél pfijmout princip neurcitosti jako jednu ze zékladnich vlastnosti pfirody. On se vlastné
ani do své smrti nesmifil s kvantovou mechanikou jako takovou, nebot’ mu ,,vadil® pravdépodobnosti charakter -
popisovani skutecnosti pomoci pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v prostoru, pravdépodobnosti rozpadu néjaké
Castice, ... Priklanél se spiSe k nazoru, ze kvantova mechanika je ve skuteénosti pouze matematickd metoda,
ktera slouzi k ziskani predpovédi chovani fyzikalnich systémi ve statistickém smyslu (tj. pii experimentech,
které se mnohokrat opakuji). Pravé tento jeho postoj vedl ke slavnému sporu s Nielsem Bohrem o ziklady
kvantové mechaniky, ktery oba védce poznamenal na cely zbytek zivota.

Pii jedné prilezitosti (6. Solwayskda konference v roce 1930 v Bruselu) FEinstein navrhl
Gedankenexperiment (,, myslenkovy experiment ). Takovy experiment je pouze vymySlenou situaci, kterou je
tieba ovéfit pouze dedukcei, a nikoliv méfenim v laboratofi. Inspirovan svym nepratelstvim ke kvantové teorii ho
navrhl tak, aby popiel platnost relace neurcitosti mezi Casem a energii (viz odstavec 1.1.2.2). Béhem bezesné
noci naSel Bohr feSeni pro danou situaci a porazil Einsteina jeho vlastni zbrani - teorii relativity. To vSak nebyl
konec sporu, ale naopak jeho zacatek. Diskuse na téma platnosti ¢i neplatnosti kvantové mechaniky se tdhla
celym zbyvajicim zivotem obou muza.

Poznamka: Kdyz Bohr v roce 1962 zemriel, na tabuli v jeho pracovné byl nalezen rozbor FEinsteinova
Gedankenexperimentu. Zdda se tedy, ze Bohr bojoval s Einsteinovymi ideami skutecné az do konce Zivota.

Na pocatku diskuse se Einstein domnival, Ze kvantovd mechanika je jednoduSe nekorektni (vnitiné
rozpornd). Pozdéji, po opakovanych neuspésnych sporech s Bohrem piehodnotil sviyj postoj a prestal povazovat
kvantovou mechanika za nekonzistentni teorii. Snazil se ale ukazat, Zze je netiplna. Jeho namitky byly podlozeny
absenci kauzality v kvantové teorii a sou¢asnou neslucitelnosti s teorii relativity. Ackoliv se oba védci vzajemné
respektovali, Einsteinovi se nikdy nepodafilo ptfesvéd¢it Bohra o spravnosti svych argumentli. Tento
intelektudlni souboj trapil oba.

Einstein byl na pfelomu stoleti osamocen ve svém pojeti fyziky, protoze byl zcela piesvédcen o
spravnosti svych myslenek, i kdyz byly uplné odlisné od klasického, dobie vyzkouseného, pojeti fyziky podle
Newtona. Svym vysvétlenim fotoelektrického jevu vlastné ukézal, jakym smérem by se mél vyvoj nové
(kvantové) teorie ubirat. Kdyz vsak okolo roku 1920 razantné€ vstoupila kvantova mechanika na scénu, nebyl uz
mezi vid¢imi duchy této teorie. Cela jeji struktura mu pripadla bytostn€ cizi a své ndzory nezménil az do konce
svého zivota.

2.5.17 ***Schrodingerova kocka

Nejznaméjsi z paradoxi, které _.___._._,_,_ﬂ_---""'"
se tykaji kolapsu vlnové funkce
(odstavec 2.5.12) a myslenkovych
experimentl, jimiz lze upozornit na
problémy s popisem skutecnosti
pomoci vlnovych funkci. A¢ autorem
tohoto  Gedankenexperimentu je
Schrodinger, Einstein  povaZoval
tento navrh za vibec nejlepsi zpusob,

jakym Ize ukazat, Zze vlnova ~

predstava hmoty je vlastné netplnym _F:,jt‘::’___: @ =
zobrazenim skute¢nosti. i i
Pochopitelné, ze o ,kocCi¢im

paradoxu® vedl diskusi s Bohrem (o obr. 109

sporu s Bohrem viz odstavec 1.1.4).

Schrodinger se zabyval myslenkovym experimentem, ktery se tykal piistroje na obr. 109. Kocka je
zaviena v krabici se zafizenim sestavajicim ze vzorku radioaktivniho materidlu a ampulkou s jedem
(kyanovodik). Proces rozpadu radioaktivniho materidlu je sim o sob& procesem, ktery se fidi kvantovou
mechanikou. Podle této teorie je mozné predpovédét pouze pravdépodobnost jeho rozpadu. Cela soustava
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pracuje takto: kdyz se radioaktivnim vzorku rozpadne atom, je to zaregistrovano a zafizeni uvnitf krabice rozbije
ampulku s jedem a kocka zemfe.

Podle béznych meéritek je kocka bud’ ziva nebo mrtva, ale podle kvantové mechaniky je systém slozeny z
krabice a jejiho obsahu popsan vinovou funkei. Pokud piijmeme zjednodusujici predpoklad, zZe systém miize byt
pouze v jednom ze dvou kvantové mechanickych stavii - kocka je ziva nebo mrtva - pak vinova funkce systému
obsahuje kombinaci téchto dvou moznych a vzajemné se vylucujicich pozorovanych udalosti. Kocka je tedy
ziva 1 mrtva zaroven, a to v kazdém casovém okamziku. Dokud n¢kdo neotevie viko krabice, aby se na kocku
podival, Schrédingerova rovnice tika, ze ¢asovy vyvoj existence kocky je matematicky popsan jako fyzicky (a
fyziologicky) nepopsatelna kombinace obou zminénych stavi. Tak jako elektron neni ani vina, ani ¢astice do té
doby, nez provedeme pfislusny experiment, nestastna kocka neni ani ziva ani mrtva do té doby, dokud se nékdo
nepodiva dovnitf.

Kdyz Schrodinger navrhl tento experiment, napadl tim vlastné neurcitost kvantové mechaniky tak, ze
presel od jejiho pouziti pro popis jevit na mikroskopické urovni (radioaktivni rozpad) k popisu jevii makrosvéta
(ziva ¢i mrtva kocka). Samotny akt pozorovani nejen, ze zavadi do déje subjektivni prvek (nékdo musi krabici
otevtit a podivat se na kocku), ale nuti téz kocku neodvratné pfijmout jednu ze dvou moznosti:

1. ampulka s jedem je neporusend a kocka se t&s$i dobrému zdravi

2. ampulka s jedem je rozbita a kocka je mrtva

Schrodingerova kocka nam ukazuje nazornym zptuisobem problém spojeny s méfenim. Predpoklada se, ze
zjevné vetime skutecnosti, Ze stav systému je ménén pravé samotnym aktem pozorovani. To je myslenka, ktera
se zda byt pfilis vystiedni.

Einstein se vyjadiil v tom smyslu, Ze nevéii tomu, Ze ,,jedna mald myS zméni chovani vesmiru jen tim, Ze
by se na ngj divala“. Existuji dva zptisoby, jak t€émto namitkam celit:

1. Mefeni kvantovych systémi neprovadéji kocky ani mysi, ale lidské bytosti obdafené védomim. V
tomto pfipadé je tfeba védomého pozorovatele (,,aby se podival®), ktery nasledné vyvola kolaps
vlnové funkce. Kocku pry nelze povazovat za pozorovatele schopného vyvolat kolaps vinové
funkce na skuteény stav Zivota ¢i smrti. Neni pry dostatecné chytra na to, aby tyto dva stavy
rozeznala. Takze uboha Schrodingerova kocka ani nevi, je-1i ziva ¢i mrtva.

2. Nositel Nobelovy ceny Eugen Wigner (1902 - 1995, americky fyzik madarského plvodu,
Nobelova cena v roce 1963 za objev a aplikace zédkladnich principli symetrie) vymyslel
»Wignerova pfitele” - osobu, ktera by mohla objasnit experiment s koc¢kou. Je vybaven plynovou
maskou a sedi v krabici spolu se Schrodingerovou kockou. Vzdy, kdyz otevie oc€i, aby se na
ko¢ku podival, dojde ke kolapsu vinové funkce. Wignertiv piitel je schopen popsat situaci v
krabici, jak ji vidi on, béznym jazykem (pokud neuvazujeme o tom, zZe on sam by byl superpozici
vSech moznych vysledkd experimentu, dokud nedojde k otevieni krabice). Jak tvrdi Wigner, pii
ucasti lidské mysli v experimentu by nebylo mozné pouzit obvykly zptisob kvantového popisu.

Dalsi diskusi pak vyvolava nahrazeni Wignerova pfitele pocitatem. Dokaze pocitac zkolabovat vinovou
funkci? Mnozi fyzikové tvrdi, Ze ano.
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