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Relativni pohyb
Oddil 1

Slozit&jsim druhem pohybu hmotného bodu M je pohyb posuvny a kruhovy konany
soucasn¢, ktery mizeme nazvat pohyb sloZzeny nebo kombinovany. Pokud je to pohyb v
roving, je obecn¢ jednodus$i nez pohyby v prostoru. O relativnim pohybu mluvime
proto, Zz¢ sam pohyb se jevi rizné v riznych soustavach soufadnych, zeyména techdy,
pohybuje-li se pohybliva soustava pohybem posuvnym a soucasn€ pohybem rota¢nim
kolem daného bodu.

M¢gjme vodorovnou rovinnou desku oto¢nou kolem osy jdouci kolmo na ni, prasecik
osy a desky zvolime za pocatek pevné 1 rotujici soustavy 1 a 2. Budeme pfedpokladat,
7e oto¢na soustava 2 se otaci kolem osy konstantni tthlovou rychlosti @. Na desce je
zakreslen jeden jeji polomér r a po tomto poloméru jede maly model automobilu
konstantni rychlosti vy, Tuto konstantni rychlost zajiStuje bateriovy elektromotorek.
Rozméry desky necht’ jsou velké v porovnani s modelem, takze model 1ze povazovat za
hmotny bod M.

Ur¢ime.: parametrick€¢ rovnice drahy modelu M, velikost rychlostt M a jeho
celkové, te¢né a normalové zrychleni.

Reseni. Velikost thlové rychlosti otadeni desky jsme jiz oznacili , rychlost pohybu
bodu M (modelu) vzhledem k desce jsme oznacili vy. Je-li okamzita vzdalenost M od
osy r, pak jeji soufadnice v pevné soustavé jsou: X = r.cos ot, y = r.sin ot.
Kromé& toho zfejm¢ draha ujetd bodem M za Cas t je r = vgt. Tak dostavame
parametrické rovnice dradhy bodu M v pevné soustavé 1 ve tvaru x=vogtcos ot, y=
vy t sin ot , kde parametrem (jedinou nezavisle proménnou) je Cas t.
Slozky rychlosti dostaneme podle definice derivovanim: Derivujeme soucin funkci a
funkci slozenou:

dx : dy .
V, =—— =V, cosot — vyt smot Vy =——=Vysmaot+ vyt ocosot .

dt dt
Velikost rychlosti dostaneme z Pythagorovy véty:
v= \/;22—:1? vid = (vocos ot - vyt o sin (o 1))’ =
= vy’ cos” (0 1) —2vy” (t ®) cos (o t) sin (o t) + vol(t o) sin’ (o 1),
vy2 = (vy” sin® (® t) + 2v,” (o 1) sin (o t) cos (o t) + vo(o tY cos” (o t) =

N | Vo~ (cos” (o t) + sin® (@ ) + v’ (t ©)” (sin” (0 1) + cos® (o 1)]"* =
= v’ + vl 2 12 =[vo (1 + (@ ))]? = v= v fl+(@ 1) (D]

Derivaci rychlosti spo¢teme zrychleni (vzhledem k pevné soustavé 1):




dv . 5 dv . - .
=% = =Dy, wsinol — v’ cosml a, =—>=2vwcoswf —vdw’sinat Velikost zrychleni
dt dt

je podle Pythagorovy w&ty: a=.a’+d> a vypottem obdobnym jako u rychlosti

dostaneme [ a=v, oy4+(w 1) (1,2)!.

Te¢né zrychleni ur¢ime podle definice, tj. jako derivaci rychlosti podle casu

u

_dv voto?

Q== ——
dt 1+ (0)?

5 5 Veo[2+ (o t)z]

a,  —+a” —a
t \/l+(cot)2

Souradné soustavy
Oddil 2

a podobn¢ urcime podle Pythagora 1 normalové zrychleni

Sodde

Newton piedpokladal, Zze existuje tzv. absolutni ¢as a absolutni prostor. Oba tyto
pojmy pozdéji Einstein zpochybnil a ukazal, Ze vlastnosti prostoru i ¢asu jsou funkcemi
rozlozeni hmot, ale tim se zde nebudeme zabyvat. Zastavime se u pojmu prostor.
Polohu objektu popisujeme pomoci soutadnic. Soufadnice jsou dany v n¢jaké soufadné
soustavé. Nejuzivan€j$i soustavou je soustava pravouhlych soufadnic, Casto se také
pouZziva soustava polami a to v rovin¢ nebo v prostoru, v zavislosti na zkoumaném
jevu. Mezi vSemi soustavami zaujimaji zvlast¢ dulezité postaveni soustavy inercidini,
tj. takové, které se v domnélém absolutnim prostoru pohybuji pohybem rovhomérnym
pfimocarym nebo jsou v klidu. [ kdyZ je pojem absolutniho prostoru od dob
Einsteinovych opustén, v technické praxi s nim miiZzeme pracovat, teprve v astronomii
pfi pozorovani vzdalenych kosmickych objekti musime absolutni prostor opustit a
postupovat podle Einsteina.

Pfi pozorovani jevll na Zemi a v jejim bliz§Sim kosmickém okoli vystaCime s inercidlni
soufadnou soustavou, kde se voli pocCatek ve stfedu Slunce (pfesnéjt - v tézisti
planetari soustavy) a osy se vedou ke vzdalenym stalicim. Pfi mnoha jevech se vystaci
se soustavou umisténou na povrchu zemé, Casto, podle povahy zkoumaného jevu, se
vystaci se soustavou umisténou v laboratoti nebo 1 s menSi.

Soustava inercialni ma jednu vyznamnou vlastnost. Ta spociva v tom, 7e z hlediska sil,
jimiz na sebe navzdjem pusobi redlna télesa, vSechny soustavy, které se vii€i mercidlni
soustavé pohybuji rovnomémé pfimocare, jsou ekvivalentni. To znamena, Ze jsme-li v
jedné takové soustavé, nemizeme zadnym pokusem rozeznat, pohybuje-li se naSe
soustava nebo jina inercidlni soustava. Jsme-li ve vlaku na nadrazi, nelze rozhodnout,
zda jede vlak na sousedni koleji, nebo na$ vlak, pokud jeden nebo oba stoji nebo pokud
oba jedou rovnomérnym piimocarym pohybem.
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Vyznacnou roli hraji pfi posuzovani soufadnych soustav sify, které Newton povazoval
za viubec zakladni fyzikalni veliCiny. Sily, jimiz na sebe plsobi realna télesa, oznacuje
klasicka (). nikoli Einsteinova) mechanika jako skuteéné, (fyzikaln€ existujici) neboli
pravé a intuitivné jim pfisuzuje vlastnost absolutnosti, tzn. at” je posuzujeme z kterékoli
vztazné soustavy, (na Zemi, na Slunci), vzdy lze jejich existenct prokazat: z toho
usuzujeme, 7ze by se pozorovaly i v (neexistujicim) absolutnim prostoru. Naproti tomu
setrvacné sily, jez se objevuji pfechodem od inercidlni vztazné soustavy k soustavé,
pohybujici se se zrychlenim, nemaji ptivod v redlnych t€lesech, 1isi se od skute¢nych sil
také tim, Zze je pozorujeme jen nékde, a to na télesech, kterd se pohybuji zrychlené.
Proto je v klasické mechanice nazyvame zdanlivymi nebo fiktivnimi silami, které je
potieba jen formalné pfipojit ke skuteCnym silam, aby 1 pro relativni zrychleni
pozorované v zrychlen¢ se pohybujici soustavé platil 2. Newtonilv pohybovy zakon, Ze
soucin hmotnosti a zrychleni v této soustavé je roven plsobici sile.

Pro objasnéni vySetime jeden jednoduchy ptipad. Mé&me téleso hmotnosti m, které se
miize na podlaze vozu pohybovat bez tfeni. Da-li se viiz, hnany n&jakym zarizenim, do
pohybu se zrychlenim a, zastava t€leso vzhledem k Zemi v klidu, nebot’ na né€ nepuisobi
zadna skute¢na vyslednéd nenulova sila. Vzhledem k vozu se vSak téleso pohybuje se
zrychlenim -a,, jako by na n¢ ve voze pusobila zdanliva sila F* = -ma. Spojime-h
téleso s vozem néjakou vazbou, napf. pruzinou, pruzina se natdhne na urCitou délku a
téleso bude unaseno vozem, takze se vzhledem k Zemi pohybuje se stejnym zrychlenim
jako viz. 7 hlediska pozorovatele na Zemi pohybuje se t€leso proto, ze na n€ vazba
pusobi skute¢nou silou F a téleso napina vazbu rovnéz skute¢nou silou -F stejné
velkou, avSak opa¢ného sméru.

Vzhledem k vozu je téleso po napnuti pruziny v klidu. Pozorovatel ve voze vSak
zjistuje, Ze pruzina je napnuta,a Ze tedy na t€leso pruzina pusobi silou F, amérnou jeji
deformaci. ProtoZze vsak je t€leso vzhledem k vozu v klidu, usoudi, Ze na téleso puisobi
jesté jedna sila, a to sila F*, stejné velka jako F, aviak opa¢ného sméru, ktera se silou
pruziny F pravé rusi. ProtoZe 7Zadna skute¢na sila F* na t€leso nepusobi, je zieyme, Ze
je to sila zdanliva, kterou je nutno v soustavé vozu pfipojit ke skuteCnym silam
pusobicim na téleso, aby pohybova rovnice ma = F platila v soustavé spojené s vozem,
ktery se pohybuje zrychlené.

Pohyb v otiacdivé soustavé — realné a fiktivni sily
Oddil 3

Zkoumejme, jak se zméni pohybové rovnice, vztahujeme-li pohyb hmotné¢ho bodu M k
soustavé, kterd se vzhledem k inercidlni soustaveé otaci. Zkoumejme nejprve podrobnéji
vyraz pro obvodovou rychlost v = [@ x r] u kruhového pohybu bodu M. Na obr. 3,1 je
zakreslena poloha M v Case t a v Case o At pozdé&ji. V Case t svird polomér r s osou X



OBR. 3,1

P+AQ

thel @, v Case t+At svird thel ¢ + A@. Pro délku oblouku As celé kruznice plati
As = Ap r, vydélime tento vyraz malym intervalem Casu At a mame %;;: AZ)‘F. Je
!
potieba si uvédomit, Ze vzdalenost r je béhem této operace pevna, jinymi slovy, Ar je
nula. Clen na levé strané rovnice je délka lomeno Casem, tedy rychlost. Na pravé strané

iy v : PR A . , .
dostavame vzhledem k tomu, Ze r je konstantni, vyraz K‘{)—; Avsak thel opsany za
!

interval Casu je podle definice Ghlova rychlost, kterou jsme jiz dfive oznacili . Tu
definujeme obecné tak, Ze piejdeme od diferenci k diferencialiim: (oz-‘éﬂ Tak
r
dostavame vyraz pro velikost obvodové rychlostt v = or. Nyni je potieba dat této
rychlosti smér. Proto piipomeneme, ze vektory @ a ¢ maji smér kolmice vzty¢ené ve
sttedu kruznice a r ma smér orientovan¢ho poloméru, jak jsme uvedli v oddilu o
kruhovém pohybu. Vektoru v dame smér kolmice k roviné uréené vektory @ v Case t +
dt a r také v Case t + dt a ur€ené dale pravidlem pravoto¢ivého Sroubu. Tak dostavame

kone¢né v = [® X r], protoZe limdw = limdr =0.
dt->0 dt-—>0

Na obr. 3,2 je soustava 0; , X, y;. 7, kterd ma s inercidlni soustavou 0, X, y, z
spoleCny pocatek 0 a osu z, kolem niz se vzhledem k 0, x, y, osa z otaci Ghlovou
rychlosti ®. Zde je uzitecné st uvédomit, Ze privodiCe r a r; maji spoleCny pocatek 0 =
0, 1 koncovy bod M, takze splyvaji. Pfesto v§ak je nutno napt. pfi derivovani rozliSovat
zvlast derivovani podle r od derivovani podle r;. My se vSak takovému derivovani
vyhneme.

Pf1 naSem vzajemném usporadani obou soustav soufadnych je okamzita poloha bodu M
v obou z nich tedy uréena privodiCem stejné velikosti r, jehoz slozky vzhledem k
obéma soustavam jsou ovSem rizné a osy a jednotkové vektory jsme oznacili také
10zn& |F=xi +y/+zk =F=xi +y,j, +3k (31| (v otativé soustavé ma vie index ).

Pritom jednotkové vektory i, j, k jsou stalé, pevné, protoze se vztahuji k inercialni
soustave, kdezto jednotkové vektory i, j; a k; méni s ¢asem sviiy smér. Rychlost v bodu
4



M v pevné soustavé 0, x, y, z je vektorovym souctem rychlosti v; bodu M v otacivé
soustavé a rychlosti u otacivé soustavy vzhledem k pevné soustavé |v =v, +u (3,2)|.
Odtud miizeme vyjadiit v, v otacejici se soustave jako |v, =v —u =v -[@xF] (3,3) Tuto

obr. 3,2

7=7Z
Z

rovnici mizeme samoziejmé piepsat na tvar %z%—[&)x?] (3,4)|. Jde o derivaci
jednoho a téhoz pritvodice (pocCatecni a koncovy bod je tentyz, jak jiz bylo feceno).
Ponévadz ale relativni rychlost v, neni stejnd jako absolutni rychlost v, musi se i
derivace podle polohy navzijem liSit a to o Clen [@x7], ktery vyjadifuje zménu sméru
privodiCe r v rotujici soustavé nasledkem jeji rotace. Protoze st mizeme kazdy vektor
predstavit jako pravodi¢ jeho koncového bodu, plati vysledek (3,4) zcela obecné pro
jakykoli vektor A a rozliSujeme pak jeho relativni derivaci vzhledem k rotujici

« o dA . , . dA
soustavé, oznatené indexem, tedy :-[—[l od jeho absolutni derivace o vzhledem

T e . dA, dA . - , o
k inercialni (klidné) soustavé soufadnic, ptfi¢emz 7‘:7—[(0):/4]. Musime s1 stale
[ 4

14

uvédomovat, Ze rychlost zmény vektoru A, (tj. derivace ‘?‘ je slozena z rychlosti
/

zmény vektoru A a z pootoceni otocné soustavy. ProtoZze koncovy bod libovolného
vektoru mizeme oznacit a pokladat za bod M, plati posledni rovnice pro kazdy vektor,
nejen pro vektor, ktery jsme oznacili r.

Zrychleni a; bodu M v rotujici soustave, které je zieym¢e urceno relativni derivaci podle
Casu relativni rychlosti v, bodu M vzhledem k této soustavé, dostaneme ihned,



nahradime-li v tomto pfedpisu pro tuto derivaci vektor A vektorem v,, tedy pro

zrychleni 4, :%—[a”) xv] =%(17—[c23 x F)—lo x v]=

& |\do | | . dF| . . & |do | . . . .
=——|—xF|—|® x—|-|ox V]|=—-|—xF |-[oxV]-[o x V] =
dt dt dt
(zde jsme vyuzili vztahu v = % a vV=v,—[&xF])
{

= d_v - [d—mxf —[@x(¥, +|@xr]]-[oxv,]| =
ot dt

a, = Elj—{dﬁ X F}—[a) xv]-lo x|o x Fl]-lo x v] (3,5
dt df

K feseni posledniho vyrazu aplikujeme vztah z vektorové analyzy:

[A x B x C]]= B(A.C)-C(A.B), kde v hranatych zavorkach jsou souciny vektorové a
v kulatych souc¢iny skalarmi. U ndas A =0, B=0, C=r. tak dostdvame

[0 x [0 xr]] - o(@.r) —T1ro.0) = oor cos(®,r) — roe cos(®,o). Uhel mezi o a r je 90°
a proto prvni ¢len je nula, uhel mezi ® a oje 0° a tak cely vyraz je —roy’.

Pro silu F,_ktera na bod M pusobi v otacivé soustave, dostavame tak z rovnice (3,5)

. v lo . - .
F=ma = m?v— mlii;ixr' } ~mjox|laxr||-2m{o xv,] (3,6)].
{ (4

oy v “ & L o i s v
Vidime, ze ke skuteéné sile mT:ma:I* , kterou na M plsobi jina realnd télesa,
dt

piistupuji v otaCivé soustave dalsi t¥i formalni sily, jez jsou silami zdanlivymi, nebot’
pouhou relativni derivaci, tedy pocetni operaci, nemohou (podie klasického hlediska)
vzniknout skute¢né sily, podminéné existenci realnych téles.

r W - "v d“‘ — b r * r b4 v r r ~ r
Prvni z t€chto sil, [/*=-m 49 vy (3,7)| j¢ zdanliva setrvacna sila, zvana nékdy sila
dt ] Y

Eulerova (Ojlerova), ktera existuje jen tehdy, kdyZ je uhlova rychlost v ¢ase proménna,
tj kdyz o je proménné, tedy kdyz méni svoji velikost nebo smér, pii o konst tato sila
vymizi.

v: TR - 2 o , .- i . .
Dalsi zdanliva sila F*= -m|o x [0 x r]] = -m ot plsobi na M pfi jakékoli rotaci a
zv]astni jméno nema.

Posledni zdanliva sila F*c = 2m|v, x o] (3,8) se nazyva sila Coriolisova
(Koriolisova) (na pocest francouzského matematika 1795 — 1843), ktery ji objevil a
prozkoumal. ProtoZze Zem¢ piedstavuje otacejici se soustavu, projevuje se vliv
Coriolisovy sily na n¢které pohyby téles na povrchu Zemé. Tak napi. dochazi ke staceni
roviny Kyvu matematick¢ého kyvadla. U tohoto jevu se ponékud zastavme.
Piedpokladejme, 7e¢ matematické kyvadlo kona kmity na severnim polu. V takovém
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piipadé je rychlost v; bodu M kyvadla v kazdém okamziku kolma na osu otaceni Zemée
a tedy v; 1L o, kde o je vektor Ghlové rychlosti otacivého pohybu Zemé a v, je okamzita
rychlost kyvadla. Na bod M kyvadla ptsobi Coriolisova sila o velikosti Fe = 2mv,»
lezici ve vodorovné roviné a mifici doprava vzhledem k vektoru v; (m je hmotnost
kyvadla). Uéinkem této sily se M pti kazdém kyvu odkloni doprava. Vysledek bude
ten, Ze rovina kmiti kyvadla se bude otacet vzhledem k Zemi ve sméru chodu
hodinovych ru¢iek a oto¢i se za 24 hodin o Ghel 2n. Kdyby kyvadlo kyvalo v misté o
zemépisné Sifce o, stocila by se rovina kmitli za 24 hodin o thel 27 sin @. Pozorovani
staceni roviny kmitd kyvadla provedl po prvé r.1851 Foucault (Fukolt) a dokéazal tak
pfimo, ze Zemé se otaci s periodou 24 hodin.

Vypocet zdanlivych sil derivacemi
Oddil 4

Ukéazeme jesté jednu metodu vypoctu z piedesiého oddilu a to metodu, kterd nevychazi
bezprosttedné ze vztahu (3,3), ale vychazi z transformace soufadnic. Mé&me tedy
rovinu, v ni 08y x a 'y, z a dalsi dvojici os x; a y;, z; ktera se kolem spolecné osy z = z,
jdouci spoleénym pocatkem 0 = 0, otaci. O thlové rychlosti otaceni nepredpokladame
nic urcitého, zajimame se jen o transformaci soufadnic bodu X mezi vyjadienim
v soustavé neindexované (klidné, nepohyblivé) a indexované (rotujici). Nejprve
dokazeme, ze mezi obéma soustavami pii otoceni o uhel ¢ plati vztahy

, viz obr.(4,1).

Ix, = x.cos@+ ysing, y, =-xsing+ycose (4,1)

¢

OBR.(4,1)




Soutadnice bodu M jsou x, y, tedy 0A a AM. Indexované soufadnice jsou x; = OF + EF
). DA+ AB tj. x; = x.cosp +y.sinp ay, =MF ). CD-0D=CD-EA =4.

y; =y.cos¢ -x.sin ¢. Tim jsou vzorce (4,1) dokazany.

Derivovanim dostaneme vzorce pro slozky rychlosti v otaivé soustavé:

dy / s ) ' . :
vV, =—COS@+X .dcos{o d—¢ —.sin (p+ydsm¢.d—¢: vxcnsqp—x.smgo.d—(er v, sing + ycosqyf{(-p- =
bodt de dt dt do di dt - ’ dt
. do . ) do .
=V, Co8Qp+v sing+ 7(—xsmq) +yeos@)=v, cos@+v sing+y —5[- (4,2)
] . 3
v, =——SsIing—. .dsmgo ﬂ b COS@P+ Vv dcosgf{ip‘ =—v Sin¢_x_cos¢i@+
o dt de di dt de di
. dp . do . ‘ do ‘
+ v, €08 — ysin (p—(—}t—— = -y Sin@+v, cosy — ——L}r(_xcosqo +ysing) = -v sing+v, cosp — x,.j (4.3)
3 , 3 ’

DalSim derivovanim dostaneme vzorce pro zrychleni:

. . v Jqi 2
o Vrdu)sqoa’q)Jr '”sinqo+vvdsm(pd¢+dy‘ dgp+ 1‘dipz
Yl “de di o di Y de dt  diodt

dt”
. de . do do d*e
=a COSQ—V SINQ——+d, SINP—V, COSP——+V ——+ ) —0 =
 COSP TSNP A S S T Y T
. do . dp  dop
=da cos@+a, Smg+—I(—v sing+v, cosp)+v, — +
L COSpFa, S+ (-v,sm@+v cosp)+v, REAP

u

. ) d . , . .
Podle (4,3) je —v,sinp+v cosp=v, +x ;f;’i, coz dosadime do kulaté zavorky a mame

. do do do d*p
a_=a cosQ+a,sme+—;(v, +x—)+v, —+ =
X ey {0 v gf) d{ ( W i d ) ¥ df y i d[z
. dg do d(p d’¢p
=a,cos@p+a,sme+v, ——+X Y +v +y =
x COSPT A, SPTy ‘(dt ar N a

o pierovnani |a, = a_cos@ +a, sing + Ly 2v d—(p+x d_¢)2 (4.4)
p p X x (D v gD y 1 dl 2 w dj 1 d[ > {

3 : I d ip Y
Obdobn¢ dostaneme |¢, = -a, . - ‘f—zvx ﬁ+y,(£%} (4,5)
. : dt 't d

Vynasobenim hmotnosti m dostdvame z téchto vzorcii vyrazy pro sily. Prvni dva Cleny
ve (4,4) a (4,5) pak piedstavuji pretransformovanou tzv. pravou silu, kterou pisobi na
nase t¢leso n¢jaka redlna sila, napt. sila gravitacni. DalSi ¢leny pfedstavuyi sily fiktivni,
zdanlivé, vznikl¢ pouze pohybem soufadné soustavy. Jsou to po rad€ sila Eulerova,
Coriolisova a odstfediva setrvacna sila, s nimiz jsme se setkali v oddilu 3. Proved'me
stru¢nou diskusi. Prikladem budiz Zemé obihajici kolem Slunce. Pi1 odvozovani
pohybové rovnice vyskytuje se Casto tato mylna Gvaha: Podle ni na Zemi plsobi dvé
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sily, a sice sila gravitacni (od Slunce) a sila odstfediva. Tyto dve sily jsou pry ob¢ vnéjsi
a jsou trvale v rovnovaze, stejn€ velké opacného sméru a jejich spole¢nym pisobenim
vznika rovnomérny kruhovy pohyb. Piedné, kdyby vyslednice vnéjSich sil pusobicich
na té€leso byla nulova, pohybovalo by se téleso pohybem rovnomérnym piimocarym
nikoli kruhovym. Za druhé, napiSme pro takovy piipad pohybovou rovnici, povazujice
(myln¢) odstiedivou silu za silu vngj$i (a to tzv.pravou): Fg + Ky = m.dv/dt. Podle
uvahy je ovSem soucet na levé stran€ nulovy, takze zrychleni dv/dt je také nulové a ke
kruhovému pohybu opét nedochézi. Tak znovu podtrhujeme, ze vyraz na pravé strané
pohybové rovnice nesmi jiz obsahovat sily pravé, pochazejici od néjakych téles, ale
pouze Casovou zménu hybnosti. MlZze vSak obsahovat sily fiktivni, zdanlive, jako je
tomu v naSem ptikladé. Takovou silou je zde zdanliva sila odstiediva, kterou musime
do pohybové rovnice za ¢asovou zménu hybnosti dosadit, aby pohybovou rovnici viibec
Slo sestavit.

Podotkndme jeité, ze vyraz y,.(dg/dt)” miZeme napsat ve tvaru r.o’, coZ je znamy
vzorec pro normalovou slozku zrychleni pi1 kruhovém pohybu.

Kmity
0Oddil 5

Studium kmitti hmotn¢ho bodu M zaCneme ptipomenutim kruhového pohybu. Na
obr.(5,1) je zakreslena kruZnice opisovana bodem B a je také zakreslen primét
priméru (j praimét pravodice) bodu B na osu X. Uhlova rychlost je oznatena o.

N N

C/
r
-A A
\)
Y

A\

'Y

T coS ot ](/1 X

Obr. 5.1
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Je zieymé, Ze pramét privodice r na osu X je dan vyrazem ]xz rcos(at + @) (5,1)], \Y%

pocatku €asu, tj pro t = 0, je zteymé x nenulové. My jsme pro jednoduchost zvolili ¢ =
0. Predpokladame o konstantni. Pak se soufadnice x bodu M dana vztahem (5,1)
pravidelng prodluzuje a zkracuje. Rikame, Ze M kona harmonicky kmitavy pohyb.
Kruhovy pohyb nazveme sdruzeny kruhovy pohyb a jeho primét nazveme sdruZeny
kmitavy pohyb.

Abychom o tomto pohybu ziskali dalsi informace, zderivujeme dvakrat vztah (5,1).
Domluvime se hned na tomto misté, Ze, jak je v literatufe zvykem, derivace podle ¢asu
budeme znacit teckami nad ptisluSnou funkci. Tak z (5,1) dostavame:

% =i =v=r(-sin(w ))o = -o rsin(w 1), coZ podle definice je prosté rychlost zkracovani
a prodluzovani pramétu. DalSi derivaci dostavame zrychleni pohybu primétu
d’xd

= d—tk =¥=-wrocos(wi)=-o'rcos(w ) =-w’x (52)] Tak dostadvame kone¢né

i+w'x=0 (53)] Tuto rovnici nazveme diferenciilni rovnice harmonickych kmitua.
Vidy, kdyZ béhem né&jakého vypoctu dosp€jeme k rovnici tvaru (5,3), mizeme si
uvédomit, Ze jde o n¢jaké harmonické kmity.

Uhlova rychlost © a doba kmitu T spolu t&sné souviseji. Vyjdéme z bodu A (amplituda
kmit). V bodé A splyva okamzita poloha bodu B se svym primétem M. V bodé C je
M v pocatku soufadnic 0, v bodé€ -A spolu polohy bodi B a M opét splyvaji, a ztotozni
se opét v bodé A. To znamena, ze jednomu ob¢hu po kruznict odpovida jeden kmit.
Doba ob&¢hu T se tedy rovna dobé kmitu. Za dobu T je tedy opsén thel 2n. Protoze za
vtefinu opiSe bod B ahel o (podle definice), opiSe Ghel 2n za dobu ©T, a tak dochazime
k dalezitému vztahu (@7 =27 (5,4)| Pfevracena hodnota doby T se nazyva frekvence

f. takze plati |/ = 7} (55| Je-li napt. doba kmitu T =02, je f= 5.

Nyni aplikujeme ziskané poznatky na zkoumani realné¢ho oscilatoru. Méme hmotny
bod M pripevnén na konci pruziny, kterd je druhym koncem pevn¢ vetknuta, obr.5.2.
Bod M lezi na dokonale hladké vodorovné podlozZce, v jejiz rovingé se mize pohybovat,
napf. po piim¢ draze. Na obrazku znaci x okamzitou vychylku z rovnovazné polohy 0,
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obr. 5.2

K M
|
RN

e e e T e e e

K znadi tzv. tuhost pruziny. Tuhost mizeme definovat jako silu, ktera protahne danou
pruzinuo | cm.

Nyni potfebujeme sestavit pohybovou rovnici. Nes€etné pokusy prokazaly, ze sila, t).
vngjsi sila, kterou pruzina pusobi na bod M, je timérna vychylce x a mifi vzdy proti
vychylce, tedy F = -Kx. Proto mizeme pohybovou rovnici oscilatoru napsat ve tvaru

s . o . K
mi = —Kx . Vydélime celou rovnici m a dostdvame i+—x=0. Tuhost K a hmotnost m
m

jsou kladna ¢isla a proto jejich podil je také kladné Cislo. Porovname-li posledni rovnici
s rovnici (5,3) harmonickych kmita |¥+ @’x =0 (5,6)| vidime, Ze jsou stejné, polozime-

i |w= Jﬁ (5,7 Tak zjistujeme, Ze bod M bude konat harmonické kmity a proto jsme
m

jej pravem nazvali osciliator. Pro sdruzenou aGhlovou rychlost  a pro dobu kmitu

2 : . “ . . .
mame |7 =L =2z % (5.8). Vidime, Ze doba kmitu se prodluZzuje s rostouci
o ,

hmotnosti m a zkracuje s rostouci tuhosti pruziny.

Priklad 5,1. Urcete dobu kmitu matematick¢ho kyvadla délky L. Matematickym
kyvadlem rozumime hmotny bod zavéSeny na nehmotné niti.

Reseni. Predpokladejme, Ze kyvadlo (bod M) je vychyleno ze svislé polohy o maly uhel
¢ (do max 5°). Silou, vracejici kyvadlo do rovnovazné polohy, je slozka vahy P, kolma
k vldknu (obr.5,3). (vlastn¢ te¢na slozka sily pii pohybu kyvadla po oblouku
kruZnice). Piesny vyraz pro silu Py je p sin ¢. Rozvineme-li v8ak sinus do Taylorovy
tfady, pak pti malé hodnoté Ghlu ¢ lze vzit z fady jen prvni ¢len, tedy sing = % =@
piesnost vypoctu se velmi dobie zachova. Pak tedy bude P.¢o = -mgo, kde g je
gravitaCni zrychleni. Znaménko minus vyjadiuje, ze sila P; mifi proti sméru okamzité
vychylky. Abychom mohli dosadit do Newtonova pohybového zakona, potfebujeme
dostat vyraz pro te¢né¢ zrychleni, coz je derivace rychlosti podle ¢asu neboli druha
derivace drahy podle ¢asu. Draha pii kruhovém pohybu je vSak s = L, tedy rychlost je

B



L¢ a zrychleni je pak L¢. Tak jsme dostali pohybovou rovnici (druhy Newtonlv
zakon) ve tvaru  mlg=-mge hmotnost m se vykrdti a po malé¢ upravé mame

g’£i+—‘;:q0: 0 (59| To je v8ak opét rovnice typu (5,3), takze dochazime k zavéru, Ze

kyvadlo bude harmonicky kmitat. Podil g/L je totiz podil dvou kladny Cisel, takze je to
jisté také kladné cCislo a proto jej mOzeme vyjadfit jako Ctverec realného Cisla, a tak
oo L

mame |/ 2z |— (5]10)|. To je doba kmitu matematického kyvadla o délce L. a o
@ g

hmotnosti m v gravitacnim poli o zrychleni g. Pfipomenime, Ze u hladiny mofte je
pfibhizné g = 9.8, ve vySce napt 10 000 km by tedy totéz kyvadlo kmitalo podstatné
rychleji. dosde sk

OBR. 5.3

Energie kmita
Oddil 6

Do klidové polohy neboli do pocatku 0 na$i soutadnice X poloZzime nulu potencialni
energie. Vypocteme praci P, kterou musi vykonat pruzina, aby z amplitudy A pfemistila
bod M do pocatku 0. Diferencial dP této prace je podle definice dan jako skalarni
soucin dP = (F . ds), u nas (-Kxi . -dx) = Kx.dx cos) = Kx.dx. Diferencial drahy musi
vSak mit znaménko minus, protoze podle pravidla o znaménku diferencidlu se musime
ptat: je v diferencialu dP soufadnice x rostouci nebo klesajici funkci? Odpovidame, ze



je funkci klesajici, protoze pohyb se d€je proti kladnému sméru osy X. Pro celou praci
P, kterou musi sila pruziny vykonat, mame pak

0
O 0 2
X 1

P:wa:j~Kxﬂ:—Kimk:~K2
A

A A

KA* (671)| Tato prace je soucasné

2
/‘

potencialni energii E, bodu M v misté A, nebot’ je-li M v A, je potencialné schopen
vykonat praci (6,1). Uvolnime-li bod M, zatne se pohybovat smérem k pocatku, v
okamziku prichodu bodem 0 ma M nulovou potencialni energii, zato se vSechna jeho
pocCateCni energie pteménila v energii kinetickou. Rychlost prichodu bodem 0
vypocteme ze zakona o zachovani energie:

5 KA? =E,. (0) - E,,, (A). V amplitudé A m&l M nulovou kinetickou energii (byl v

: 1 1 ’
klidu), tedy Ey,(0) = %mvz, takze EKAZ = Em‘v2 = lv=4 LS (6,2)|. Vypocteme
m

jeste celkovou energit kmitt E = Ey, + E,. Podle zakona o zachovani energie je
otencialni energie v bod¢ A rovna celkové energii, tedy podle (6,1) je
1

L . . 1 oy . . v
=1+, = ;AAz +0 = EKAZ (6,3)]. Pouzitim rovnosti K = mo ? je mozné

, 5 .2
vzorec (6,3) pfepsat na tvar |/ = {;zm

A7 (64)] s

Tlumené kmity
Oddil 7

Kmity kazdého realného oscilatoru se ¢asem utlumi, pokud nejsou uméle udrzovany
soustavnym dodavanim energie zvencCi. Tlumeni je obvykle zpusobeno tfadou pficin,
fikame, fadou brzdicich sil. V tomto oddile vezmeme v avahu jen slabou silu odporu
prostiedi, prakticky jen odpor vzduchu, a budeme uvazovat jen pomérné pomalé kmity.
Jak ukazaly nescetné experimenty, v takovém pfipadé je odpor prostiedi umérny
rychlosti kmiti a miti vzdy proti sméru okamzité rychlosti, tedy ma tvar —r& Druhy
Newtontv zdkon neboli pohybovou rovnici oscilatoru mizeme tedy napsat ve tvaru
mé&= —-Kx - & (1), kde r je konstanta zvana koeficient odporu. Vydélime m a

K K r ‘ .
dostaneme & - — - L . Déle polozime |—=o0 g ,—=2B (2), kde zfeymé
m m m m

koeficient atlumu 3 a veliCina 0o’ jsou kladna ¢isla a tak rovnice (1) dostane tvar

& —m% — 2p& (3)| Tuto rovnici pfevedeme vhodnou substituci na vyhodnéjsi tvar.

Vezmeme substituct  tvaru x=ze P (4) Odtud derivacemi dostavame
d dz _ N ~ d&

&= =L PU_zBe P =de P —Bze ™ | K=—-=
dt dt dt

e Pla EBe“Bt&jL Bze"Btz.

13



Dosadime-li tyto vyrazy pro ®a& do rovnice (3) a dé€lime-li vSechny ¢leny

exponencidlou  ¢®,  dostaneme & 2p&+ B?z=-o gz +2B%z-2B&  neboli

&= —(m% - Bz)z (5)|. Podle predpokladu je odpor prostiedi maly, piedpokladejme,

7e mé >B2. Pak je a)% -B* =0 2(jist& kladné &islo) takze rovnici (5) lze napsat takto:

& 0’z=0 (6) Aleto je rovnice typu (3) z oddilu 4. Reeni této rovnice jiz zname,

Je to kosinusovka. Miizeme tedy napsat feSeni rovnice (6) ve tvaru |z = A, cosot  (7)].

Opakujeme-li vSechny uvahy ucinéné pro kmity netlumené, dojdeme k vysledku, Ze

s o . : 2n , .
veli¢ina z se periodicky méni s periodou T=-—, nebo, dosadime-li za o,
0l

2 . )
Tl (8)| Dosadime-li do (7) za z jeho hodnotu, dostaneme podle vzorce

By

(05 -B%)

(4) x:,ﬁ\oefﬁt cosmt, coZ mizeme piepsat na |X= A cosot (9)}. Toto feSeni

vyjadiuje kmity s klesajici amplitudou |A = A Oe_ﬁt (10)|.

Logaritmus poméru dvou hodnot amplitudy néasledujicich za sebou v ase rovném
periodé T se nazyvad logaritmicky dekrement utlumu. Oznaime-li logaritmicky
dekrement  pismenem A (mal¢ lambda), mame podle této  definice

=neP = A=BT (D]

Priklad 3. Logaritmicky dekrement A =0,02.. Vypoctéte, kolikrat se zmensi amplituda
po 100 kmitech.
Refeni. V pocateénim okamziku , tj v &ase t = 0, je amplituda kmith
A= Aoe"?”0 =Ay. Po 100 kmitech, t§ v ¢case t = 100T, je amplituda
Bt ‘)“'; 2100 N Ay I A100 2
100 €
Tedy amplituda se po 100 kmitech zmensi 7,4 krat. &




W P =—

NN

OBSAH

strana
. Relativni pohyb 1
. Soufadné soustavy 2
Pohyb v otacivé soustavé —
realn¢ a fiktivni sily 3
. Vypodet zdanlivych sil derivacemi 7
. Kmity 9
. Energie kmit 12
. Tlumené kmity 13

Konec souboru F3



