Kapitola 5
Grafy

5.1 Definice

Definice 5.1 Graf G = (V, E) je tvofen mnozinou wvrcholi V a mnozinou hran
EC (Y), kde

(5) = teniopevansy

je mnozina vSech neusporadanych dvojic prvkt mnoziny V. Vrcholy x,y € V jsou
sousedni, pokud {z,y} € E.

V obvyklém znazornéni grafu jsou vrcholy zastoupeny body v roviné a kazda
hrana {z,y} ¢arou spojujici ptislusnou dvojici bodu jako na obr. 5.1.

(a) (b)

Obrazek 5.1: Priklady grafi.

Potiebujeme-li se odkazat na mnozinu vrcholi resp. hran néjakého grafu G,
pouzijeme zapis V(G) resp. E(G).

Vsimnéme si, Ze nase definice grafu neumoznuje, aby mezi dvéma vrcholy vedla
vice nez jedna hrana (tzv. ndsobné hrany). Nepovoluje také tzv. smycky, tj. hrany,
které spojuji vrchol se sebou samym. V nékterych situacich je vhodnéjsi uvazovat
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58 Kapitola 5. Grafy

grafy, které nasobné hrany nebo smycky maji. My se vSak zatim pridrzime nasi
jednoduché definice.

Dalsi dilezité zjisténi je, Ze nase grafy jsou neorientované, jejich hrany ne-
maji smér, protoze jsou definovany jako neusporddané dvojice vrcholt. Nékdy
budeme pro jednoduchost zapisovat hranu {x,y} prosté jako zy; je ale tfeba mit
na paméti, ze v neorientovaném grafu neni rozdil mezi hranami xy a yzx.

Budeme také uvazovat predevsim o konecnych grafech, tedy takovych, jejichz
mnozina vrcholi je konecnéa. (Musi pak byt koneéné i mnozina hran?)

Pojem neorientovaného grafu je velice blizko pojmu symetrické relace. Je-li
R antireflexivni' symetricka relace na mnoziné X, pak ji Ize pfifadit neoriento-
vany graf G s mnoZinou vrcholi V(G) = X, ve kterém prvky x,y € X jsou
spojeny hranou (tedy {x,y} € E(G)), pokud = R y. Tato korespondence plati i
opacné. Lze dokonce i odstranit pozadavek antireflexivity, pokud ovSem v grafu
G povolime smycky.

5.2 Isomorfismus a podgrafy

Podivejme se na dvojici graf G, H, zndzornénych na obr. 5.2. Jsou to rozhodné
rizné grafy. Nejde ani tak o to, ze se lisi zptisob nakresleni — kazdy graf lze
nakreslit mnoha zptsoby, a nezalezi na tom, zda jsou ¢ary predstavujici hrany
rovné ¢i zda se tfeba krizi.

Grafy GG, H jsou nicméné rtizné uz proto, ze mnozina vrchola V(G) = {1, 2, 3,4, 5},
zatimeo V(H) = {a, b, ¢, d, e}. To jsou riizné mnoziny, a proto nemtize jit o totoiné
grafy.

Je to ale jediny rozdil? Jinymi slovy, bylo by mozné vrcholy grafu H ‘preznacit’
tak, abychom dostali presné graf G? Tato otazka sméfuje k pojmu isomorfismu
grafii. Ctenafe, ktery zna definici isomorfismu grup (kap. 2) nebo usporadanych
mnozin (kap. 4) by definice pro grafy neméla ptekvapit.

Definice 5.2 Isomorfismus grafi G a H je bijekce f : V(G) — V(H), pro kterou
plati, ze dvojice {z,y} je hranou grafu G, pravé kdyz dvojice {f(x), f(y)} je
hranou grafu H. Grafy G, H, mezi kterymi existuje isomorfismus, jsou isomorfni
(pséno G ~ H).

Grafy na obr. 5.2 isomorfni jsou: stac¢i uvazit bijekci, ktera prvky 1,2,3,4,5
zobrazi po fadé na prvky a, b, c,d, e. (Ovéfte podminku v definici isomorfismu.)
Tyto grafy ovSsem nejsou isomorfni s zadnym z grafi na obr. 5.1.

Nasledujici definice popisuje situaci, kdy je jeden graf ‘obsazen’ v grafu jiném.

Definice 5.3 Graf H je podgrafem grafu G (psano H C G), pokud V(H) C
V(G) a E(H) C E(G).

I Relace R je antireflexivni, pokud pro zadné x neplati z R x.
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1 2 C
(a) (b)

Obrazek 5.2: Rizné, ale isomorfni grafy.

Siln€jsi variantou pojmu podgrafu je pojem indukovaného podgrafu, u kte-
rého vyzadujeme, aby obsahoval vsechny hrany, které ve ‘vétsim’ grafu na dané
mnoziné vrchold existuji:

Definice 5.4 Graf H je indukovanym podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G)
a E(H) = E(G)N (V(2H)). Kazda mnozina X C V(@) tedy urcuje pravé jeden

indukovany podgraf H grafu G takovy, ze V(H) = X. Tomuto podgrafu fikame
indukovany podgraf na mnoziné X.

Graf H na obr. 5.2a je naptiklad podgrafem grafu G, na obr. 5.1b, ale neni
jeho indukovanym podgrafem.

Cviceni
» 5.1 Dokazte, ze konecné grafy s riiznym poctem vrcholi nemohou byt iso-

morfni.

» 5.2 Dokazte, ze relace ‘byti isomorfni’ na mnoziné vsech kone¢nych grafu je
ekvivalence.

5.3 Stupné

Definice 5.5 Stupen vrcholu v grafu G je pocet hran grafu G, které obsahuji
vrchol v. Znadi se dg(v).

V grafu G na obr. 5.1a je napiiklad dg(v) = 3 pro kazdy vrchol v.

Pozorovani 5.6 V grafu G o n vrcholech je stupen kazdého vrcholu nejuijse n—1.
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Nasledujici zajimava véta fika, ze zadny graf nemiize mit lichy pocet vrchold
lichého stupné. V anglictiné se ji nékdy tika Handshaking lemma, lemma o podani
ruky, protoze ji mizeme parafrazovat nasledovné. Dejme tomu, Ze na néjaké oslave
se hosté navzajem vitaji poddnim ruky, ne vSak nutné kazdy s kazdym (tfeba
proto, ze se vSichni neznaji). Pak pocet lidi, ktefi si potfesou rukou s lichym
poctem osob, bude za vSech okolnosti sudy.

Véta 5.7 Pocet vrcholi lichého stupné je v kaZdém grafu sudy.
Dukaz. Necht S je soucet stupnu vSech vrcholi v grafu G:

S = d(;(’U).
(@)

veV

Kazda dvojice (v,e), kde e je hrana obsahujici vrchol v, k ¢islu S pfispéje jed-
nickou. Kazda hrana ma ovSsem dva konce a prispiva tak pravé dvakrat. Jinak
feceno,

S =2m,

kde m je pocet hran grafu G. Cislo S je tedy sudé a z toho uz plyne tvrzeni véty.
O

5.4 Zakladni grafy

Ukézeme si piiklady grafii, které jsou natolik zasadni, ze si zaslouzily vlastni
jména a oznaceni. Necht n je pfirozené ¢islo a ozna¢me [n] = {1,...,n}. VSechny
déle definované grafy maji mnozinu vrchold [n].

Uplny graf na n vrcholech (znaci se K,,) obsahuje jako hrany vsechny neu-
spofadané dvojice prvku [n], takze

BHa) = <[Z])' K
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Cesta P, na n vrcholech je definovana takto:

V(P) = [n], 0
EP,) = {{i,i+1}:1<i<n}.
Py 1

Kruznice C,, na n vrcholech vznikne pfidanim jedné hrany:

E(C,) = E(P,)U{{l,n}}.
Cs
Cviceni

» 5.3 Bud G neorientovany graf (bez smycek a nasobnych hran) na 6 vrcholech.
Dokazte, ze G obsahuje mnozinu U tii vrcholt takovou, ze indukovany podgraf
na U je diskrétni nebo tplny graf. (Jde o velmi specialni pfipad slavné Ramseyovy
veéty.)

5.5 Sled a cesta

Definice 5.8 Sled (z vrcholu u do vrcholu v) v grafu G je libovolna posloupnost

(u = vy, v1,...,v, = v), kde v; jsou vrcholy grafu G a pro kazdé i = 1,... k je
v;_1v; hranou grafu G. Cislo k je délka tohoto sledu. Rikdme, ze sled prochdzi
vrcholy vy, ..., vr nebo Ze na ném tyto vrcholy lezi.

Sled je tedy jakasi prochazka po grafu, pii které v kazdém kroku prechazime
po hrané mezi sousednimi vrcholy. V ramci této prochazky mutizeme libovolny
vrchol navstivit vicekrat, mizeme dokonce i projit vicekrat po téze hrané.

Definice 5.9 Cesta z u do v v grafu G je sled (u = vy, vy, ..., v, = v), ve kterém
se kazdy vrchol v; objevuje pouze jednou.

Za zminku stoji trividlni pfipad uvedenych definic, totiz sled (u), kde u € V.
Jedna se o sled nulové délky z u do u, ktery je zaroven i cestou.
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Cviceni

» 5.4 * (Kresleni jednim tahem) Tah je sled (vp,...,vy), ve kterém se mohou
opakovat vrcholy, ale hrany v; 1v; jsou pro riznd i rizné (jinymi slovy, kazda
hrana smi byt pouzita jen jednou). Dokazte, Ze v grafu G existuje tah obsahujici
vSechny hrany, pravé kdyz G' ma nejvyse dva vrcholy lichého stupné.

» 5.5 Uvazme libovolnou cestu (v, ..., v;) v grafu G. Necht V' = {vg, ..., v}
je mnozina vrchold, kterymi tato cesta prochazi, a E' = {v;_jv; : i =1,...,k} je
mnozina hran, které pouziva. Dokazte, ze podgraf (V'/, E') grafu G je isomorfni s
grafem P, definovanym v oddilu 5.4.

5.6 Souvislost

Definice 5.10 Graf G je souwisly, pokud pro kazdé dva vrcholy x,y existuje v
grafu GG cesta z x do y. V opac¢ném pripadé je graf G nesouvisly.

Necht G je graf s mnozinou vrcholi V. Definujme na V' relaci ~ predpisem
x ~y, pokud v G existuje cesta z x do y.

Jedna se o ekvivalenci? Urcité je to relace reflexivni (diky existenci cesty délky
0) a symetrickd (protoZe precteme-li cestu pozpéatku, bude to podle definice zase
cesta). Pokud jde o tranzitivitu, mame-li cestu z = do y a cestu z y do z, zd4 se
jako pfirozend idea ‘slozenim’ téchto cest ziskat cestu z x do z. Potiz je ovSem v
tom, ze vysledkem sloZeni nemusi byt cesta, protoze ptivodni dvé cesty se mohou
libovolné protinat. Pomtize nam vSak nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.11 Existuje-li v grafu G sled z vrcholu x do vrcholu y, potom x ~ y.

Dtikaz. Chceme ukazat, ze existuje-li sled z x do y, pak existuje také cesta z
x do y. Necht tedy (x = vg,v1...,v5_1,vx = ¥y) je sled z x do y, a zvolme jej
tak, aby & bylo nejmensi mozné (tj. aby zadny sled z  do y nemél mensi délku).
Tvrdime, Ze takovyto minimalni sled (ozna¢me jej S) jiz musi byt cestou.

Dejme tomu, Ze neni. Pak se v ném musi né€jaky vrchol opakovat, tj. pro néjaké
i # 7 musi byt v; = v;. Pokud z naseho sledu

(Q? =0y Vi-1,Vi, Vit1y -+, Vj—1,V5, Ujp1,- .-, Vg = y)
vypustime ¢ast od v;41 do v; véetné, dostaneme posloupnost
(x =00, .., Vie1, Vi, Vi1, - -, Uk = V),

ktera je podle definice rovnéz sledem (vrcholy v; a v;11 jsou totiz sousedni). Navic
jde o sled z x do y, ktery je kratsi nez S. To je spor. O
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Disledek 5.12 Relace ~ na mnoziné V je ekvivalence.

Dikaz. Povsimli jsme si, Ze reflexivita a symetri¢nost plati z jednoduchych
diavodi. Dokazme tranzitivitu. Pfedpoklddejme x ~ y a y ~ z. Necht (z =
Vo, .-,V =Yy) jecestaz x doya (y=uwp,...,w=2z)]jecestazy do z. Potom
posloupnost

(r =wo,v1, ..., Vk—1,Vp = Wo, W, ..., We_1, Wy = 2)
je sled z x do z (tfebaZe to nemusi byt cesta) a podle tvrzeni 5.11 je x ~ z. O

Definice 5.13 Komponenty grafu G jsou vSechny indukované podgrafy grafu G
na jednotlivych tfidach ekvivalence ~.

Je-li tedy K komponenta grafu G, pak V(K) je jednou ze t¥id ekvivalence ~.
Je jasné, ze K je souvisly graf, protoze prvky téze tfidy libovolné ekvivalence jsou
kazdy s kazdym v relaci. Na druhou stranu je K maximalni souvisly podgraf grafu
G nejde jej rozsirit o dalsi vrchol, nemé-li ztratit souvislost. Ze zadného vrcholu
komponenty K totiz nevede hrana do zadného vrcholu mimo ni. (Dokazte.)

Cviceni
» 5.6 Dokazte, ze graf je souvisly pravé tehdy, kdyz méa jedinou komponentu.

» 5.7 Urcete pocet komponent diskrétniho grafu na n vrcholech a grafu na
obr. 5.3.

7N
N

Obrazek 5.3: Urcete pocet komponent.

» 5.8 * Cesta P v grafu GG je nejdelsi, pokud G neobsahuje cestu s vice vrcholy.
Ukazte, ze dvé nejdelsi cesty v souvislém neorientovaném grafu G maji spolec¢ny
alespon jeden vrchol.
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5.7 Vlastnosti souvislych grafii

Definice 5.14 Necht v je vrchol grafu G. Graf G — v, vznikly odstranénim vr-
cholu v, je definovan jako indukovany podgraf grafu G na mnoziné V(G) \ {v}.

Nasledujici véta ukazuje, ze souvisly graf vzdy obsahuje vrchol, jehoz odstra-
nénim neztrati souvislost. Jeji diikaz vtipné pouziva predpoklad maximality.

Véta 5.15 KazZdy souvisly graf G obsahuje vrchol v s vlastnosti, ze G — v je
souvisly graf.

Dukaz. Necht P = (v, ..., v) je cesta maximalni mozné délky v grafu G. Tvr-
dime, Ze vrchol vy ma pozadovanou vlastnost. Pfedevsim vsSichni sousedi vrcholu
vo musi lezet na cesté P: kdyby na ni néjaky soused z nelezel, mohli bychom cestu
P prodlouzit o hranu vyz a dostali bychom spor s maximalitou.

Obrazek 5.4: Tlustrace k dikazu véty 5.15.

Dejme tomu, ze G — vy neni souvisly graf, a zvolme dvojici vrcholi w, z, mezi
nimiz v grafu G —vy neexistuje cesta. Déle zvolme cestu Q = (w = ug, uy, ..., up =
z) z w do z v souvislém grafu G. (Situaci ilustruje obr. 5.4, kde je cesta @
zobrazena ¢arkované a cesta P plné.) Vrchol vy musi lezet na cesté @, jinak by
byla cestou i v grafu G —vy. Mame tedy vy = u; pro néjaké i. Vime, ze vrchol u; 1
i vrchol ;11 (tedy sousedi vrcholu w; = vy na cesté @) lezi na cesté P. Pokud
vyjdeme z vrcholu w, pfejdeme po cesté () do vrcholu u;_1, odtud po cesté P do
vrcholu u; 1 a dale opét po cesté () do vrcholu z, dostaneme sled z w do z v grafu
G — vo (na obrazku je vyznacen tucné). Podle tvrzeni 5.11 pak v grafu G — vy
existuje cesta z w do z, coz je spor s nasim predpokladem. O

Vsimnéme si, ze misto vrcholu vy jsme stejné tak mohli zvolit druhy konec
cesty P, vrchol vg. Pokud ma tedy graf G vice nez jeden vrchol, pak existuji
dokonce dva vrcholy spliujici podminku véty 5.15.

Zavedme nyni nasledujici konvenci: bude-li z kontextu jasné, o kterém grafu
se hovori, bude n oznacovat pocet jeho vrcholi a m pocet jeho hran.
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Véta 5.16 V souvisléem grafu je m >n — 1.

Dtikaz. Vétu dokazeme indukci. Pro n = 1 se jedné o graf na jednom vrcholu,
a ten je souvisly. Pfedpokladejme, Zze véta plati pro vSechny grafy s méné nez n
vrcholy, kde n > 1, a dokazme ji pro libovolny graf G s n vrcholy. Necht G ma m
hran. Podle véty 5.15 v grafu G existuje vrchol v, ktery 1ze odstranit bez poruseni
souvislosti. Graf G — v ma n’ = n — 1 vrchol a pocet m’ jeho hran je nejvyse
m — 1 (do vrcholu v vedla alespori jedna hrana). Z indukéniho predpokladu je
m' >n' — 1, a tedy

m>m'+1>n —-1)+1=n-1,

coz jsme chtéli dokazat. O

Jaky je vztah souvislosti grafu a poctu jeho hran? Intuitivné je ziejmé, ze se
zvysujicim se poctem hran roste Sance, ze graf bude souvisly. Na druhou stranu:
pridame-li k Gplnému grafu na n — 1 vrcholech jeden izolovany vrchol, ziskame
nesouvisly graf s velmi vysokym poc¢tem hran.

Tomuto prikladu bychom se vyhnuli, kdybychom pozadovali, aby kazdy vr-
chol mél dostateéné velky stuperi. Zde je extrémnim (v teorii graft se ¥iké také
extremalnim) pfikladem disjunktni sjednoceni dvou uplnych grafi na n/2 vrcho-
lech; to je nesouvislé a kazdy vrchol ma stupen n/2 — 1. Tento pfiklad ukazuje,
Ze nasledujici vétu neni mozné zlepsit:

Véta 5.17 Jsou-li stupné vsech vrcholi v grafu G alespori n/2, pak je G souvisly
graf.

Dtikaz. Dejme tomu, Ze véta neplati a G je nesouvisly. Ma tedy aspon dvé
neprazdné komponenty A,B. Alespoii jedna z téchto komponent (dejme tomu A)
mé nejvyse n/2 vrcholi, jinak by pocet vrchold v celém grafu nemohl byt n. Z
libovolného vrcholu v komponenty A vedou hrany jen do ostatnich vrchold této
komponenty, kterych je nejvyse n/2 — 1. Stupeii vrcholu v tedy musi byt mensi
nez n/2, coz je spor s nasim predpokladem. O

5.8 Kruznice

Definice 5.18 Uzavreny sled v grafu G je sled (vy, . .., vg), ve kterém plati vy =
vg. Kruznice v grafu G je uzavieny sled délky alespon 3, ve kterém se vrchol vy
objevuje pravé dvakrat a kazdy ostatni vrchol nejvyse jednou. Cislo k je delka
dané kruznice.

Ve cviceni 5.5 jsme vidéli, ze cesty délky k v grafu G lze ztotoznit s podgrafy
isomorfnimi s grafem Py,;. Podobné ztotoznime kruznice délky k£ v grafu G s
podgrafy isomorfnimi s grafem Cj. Mtuzeme tak mluvit o mnoziné hran néjaké
kruznice v grafu G a podobné.
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V minulém oddilu jsme definovali operaci odstranéni vrcholu z grafu. Jeji
prirozenou obdobou je operace odstranéni hrany. Jedna se o pouhé smazani hrany
se zachovanim jejich koncovych vrchola.

Definice 5.19 Je-li e hrana grafu G = (V| E), potom graf G — e vznikly odstra-
nénim hrany e je definovan jako (V, E'\ {e}).

Véta 5.20 Je-li e hrana souvislého grafu G, kterd lezZi na néjaké kruznici, potom
G — e je souvisly graf.

Dukaz. Necht e = xy je hranou kruznice C'. V kruznici C' existuji dvé cesty z
vrcholu = do vrcholu y; tu z nich, kterd ma délku vétsi nez 1, oznacme P.
Dokazujeme, ze G—e je souvisly graf. K tomu staci najit sled mezi libovolnymi
dvéma vrcholy u,v. Necht S je cesta z u do v v (souvislém) grafu G. Pokud S
nepouziva hranu e, je cestou i v grafu G —e. Pokud ji pouziva, miizeme tuto hranu

nahradit cestou P. Pfesnéji fe¢eno, pokud S = (u = $g, S1,...,8 = T, Si41 =
Y,..., 8, =v)a P =(x=pypi1,...,pe =7Y), vezmeme
/
S = (u:80a817"'a8i—1ax:p())pl)"'vpf:yvsi+2a"'78k :U)v

coz je sled v grafu G — e. (V piipadé, Ze S hranu e pouziva v opa¢ném sméru,
tedy s; =y, Si41 = x, vlozime i cestu P obracené.) Dikaz je hotov. O

5.9 Stromy

Definice 5.21 Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici. List
stromu 7" je libovolny vrchol, jehoz stupen v T je 1.

et
(a) (b) ®

Obrazek 5.5: Stromy.

Nékolik prikladi stromt ukazuje obr. 5.5. Tyto stromy maji (zleva doprava)
3, 2 a 12 listi.

Tvrzeni 5.22 Kazdy strom md asporn dva listy.
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Dukaz. Vezméme cestu P maximalni mozné délky ve stromu 7. Necht z je
koncovy vrchol cesty P. Kazdy soused vrcholu x musi lezet na cesté P, jinak
by bylo mozné ji prodlouzit. Dejme tomu, zZe x neni list a mé tedy alespon dva
sousedy y1, y2. Sled, ktery dostaneme, pokud vyjdeme z vrcholu = do vrcholu ¥,
dale po cesté P do yo a zpét do x, je kruznici v grafu T. Ten je ale stromem
a zadnou kruznici neobsahuje, takze x je skutecné list. Dalsim listem je druhy
koncovy vrchol cesty P. O

V tomto oddilu si ukdzeme tii dulezité véty, z nichz kazda charakterizuje
stromy z jiného hlediska: véta 5.23 podle poc¢tu cest mezi dvéma vrcholy, véta 5.24
podle poctu hran a koneéné véta 5.26 podle nesouvislosti jistych podgrafi (tzv.
faktori).

Z definice je graf souvisly, obsahuje-li alespon jednu cestu mezi kazdou dvojici
vrcholi. Pokud podminku zesilime a budeme pozadovat existenci pravé jedné
cesty, pak podle nasledujici véty budou této podmince vyhovovat pravé vsechny
stromy.

Véta 5.23 Graf G je strom, pravée kdyz pro kazdé dva vrcholy u,v € V(G) exis-
tuje v grafu G prdvé jedna cesta z u do v.

Dtkaz. ‘=’: Strom G je z definice souvisly, takze alespon jedna cesta mezi
kazdymi dvéma vrcholy existuje. Necht P, () jsou dvé cesty z vrcholu u do vrcholu
v, pricemz

P = (u:p0ap1a"'7pk:v>a
Q - (UZQ(hql?"'a(JK:U)'

Necht 7 je nejmensi index takovy, Ze p; # ¢;. Vzhledem k tomu, Ze cesty P a )
jsou rtzné, ale zacinaji v témze vrcholu, plati 1 < ¢ < k, /. Zvolme j nejmensi
takové, Ze j > ¢ a g; lezi na cesté P. Vime, Ze pfinejmensim ¢, na P lezi, proto
takovy index j jisté existuje. Definujme sled S nasledujicim zptisobem: vyjdeme
z vrcholu p;_; po cesté P do p; a odtud po cesté () zpét do ¢;—1 = p;_1. Je jasné,
ze S je kruznice v grafu G, coz je spor s predpokladem, ze GG je strom. Mezi u a
v je tedy jen jedina cesta.

‘<" Graf G, ve kterém mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje n€jaka cesta,
je jisté souvisly. Pokud by obsahoval kruznici, vedly by mezi libovolnymi dvéma
vrcholy této kruznice alespon dveé cesty. Graf G, ktery spliuje nas predpoklad, je
tedy stromem. O

Podle véty 5.16 méa souvisly graf na n vrcholech aspon n — 1 hran. Nasledujici
véta fika, ze stromy lze charakterizovat jako grafy, u nichz v tomto dolnim odhadu
poc¢tu hran plati rovnost.

Véta 5.24 Graf G je strom, pravé kdyz je souvisly a md n — 1 hran.
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Dikaz. ‘=’: Strom je z definice souvisly. Ukazeme indukci podle poc¢tu vrcholi,
7e ma n — 1 hran. Pro strom na jednom vrcholu tvrzeni jisté plati. Necht je dén
strom G's n > 1 vrcholy a necht v je néktery jeho list (existuje podle tvrzeni 5.22).
Graf G — v je strom (jak je vidét z definice) a ma n — 1 vrcholi a m — 1 hran.
Podle indukéniho predpokladu je m —1 = (n—1) — 1 a tedy m = n— 1, coz jsme
chtéli dokazat.

‘<=": Potfebujeme dokazat, Ze souvisly graf s n vrcholy a n — 1 hranami ne-
obsahuje kruznici. Opét pouzijeme indukci podle n, pficemz pro n = 1 je tvrzeni
trividlni. Necht souvisly graf G ma n — 1 hran. Kdyby stupné vSech vrcholu byly
vétsi nez 1, pak jejich soucet je alesporl 2n a pocet hran (ktery je pfesné polovinou
z tohoto ¢isla) by byl alespoii n. Proto G musi obsahovat néjaky vrchol stupné
nejvyse 1. Stupen 0 vSak diky souvislosti mizeme vyloucit. Necht tedy v je vrchol
stupné 1. Graf G — v ma n — 1 vrchol, n — 2 hran a je souvisly. Podle induk¢-
niho predpokladu je to strom. Opétovnym pridanim vrcholu v nemize vzniknout
kruznice, takze stromem je i cely grat G. O

Pted posledni charakteristikou stromti potfebujeme jesté jeden pojem. Oboji
se nam bude hodit pozdéji, az budeme hovorit o souvislostech mezi grafy a ma-
ticemi.

Definice 5.25 Faktor grafu G je libovolny jeho podgraf, jehoz mnozina vrcholt
je V(G). Faktor je vlastni, je-li ruzny od grafu G.

Véta 5.26 Graf G je strom, pravé kdyz je souvisly a nemd Zadny souvisly vlastni
faktor.

Dukaz. ‘=’: Necht strom G ma souvisly vlastni faktor F'. Protoze F # G,
existuje néjaka hrana e € E(G)\ E(F'). Podle véty 5.20 musi G — e byt nesouvisly
graf, protoze GG neobsahuje zaddnou kruznici. Graf F' je ovSem faktorem grafu G—e
a musi tak byt rovnéz nesouvisly. To je spor.

‘=" Necht G je graf, ktery neméa souvisly vlastni faktor. Dejme tomu, Ze
obsahuje kruznici C. Pro e € E(C) je opét podle véty 5.20 G — e souvisly graf.
Jednd se vSak o vlastni faktor grafu GG, a to je spor. Vzhledem k tomu, Ze souvislost
grafu G predpokladame, je véta dokazana. O

5.10 Kostry

Definice 5.27 Kostrou souvislého grafu G je kazdy jeho faktor, ktery je stro-
mem. Jinak feceno, kostra grafu G je souvisly podgraf bez kruznic, ktery obsahuje
vsechny vrcholy grafu G.

Obr. 5.6 ukazuje 3 rtzné kostry téhoz grafu. Upozornéme, Ze dosti castou
chybou je zaména pojmi kostra a strom. Rozdil je ale podstatny: konkrétni graf
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Obrazek 5.6: Tti kostry téhoz grafu (znazornény tucéné).

miize nebo nemusi byt stromem, ale pojem kostra se vidy vaze jesté k dalsimu
grafu, napt. v otazce ‘Je graf GG kostrou grafu H?’

Ma kazdy graf kostru? Z toho, ze kazdy faktor nesouvislého grafu je nesouvisly,
vidime, Ze nesouvisly graf zadnou kostru mit nemtze. Na druhou stranu plati
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.28 Kazdy souvisly graf ma alespon jednu kostru.

Dukaz. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Uvazme mnoZinu hran M, ktera ma
vlastnost, ze

faktor (V, M) grafu G neobsahuje kruznice (5.1)

a je s touto vlastnosti maximalni vzhledem k inkluzi. Tvrdime, ze faktor (V, M)
je souvisly.

Dejme tomu, Ze to tak neni a uvazme komponenty A, B grafu (V,M). V
souvislém grafu G mezi A a B jisté vede néjaka hrana e. Pfidanim této hrany k
mnoziné M kruznice vzniknout nemiize, to by totiz vedlo ke sporu s vétou 5.20.
Proto mnozina M U{e} ma rovnéz vlastnost (5.1) a dostavame spor s maximalitou
mnoziny M. O

5.11 Soubor stupnu

Necht G je graf (i nadale bez smycek a nasobnych hran). Soubor stuprii nebo
také skore grafu G je posloupnost cisel, kterou ziskame, kdyz sefadime stupné
vSech vrcholt v grafu G' od nejvétsiho k nejmensimu. Napiiklad skére grafu na
obr. 5.5(a) je (3,1,1,1) a graf na obr. 5.5(b) méa skére (2,2,2,1,1).

Budeme se zabyvat predevsim otazkou, které nerostouci posloupnosti cisel
jsou grafové, tj. maji tu vlastnost, ze jsou souborem stupnt néjakého grafu. Je
totiz jasné, Ze nékteré nerostouci posloupnosti ¢isel grafové nejsou, tfeba (6,6, 6)
nebo (2, 3). Na druhou stranu, jak ukazuje cvi¢eni 5.10, jedné grafové posloupnosti
muze obecné odpovidat nékolik neisomorfnich grafi.
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P1i letmém pohledu na cviceni 5.12 se ukazuje, ze zodpovézeni této otazky
metodou pokusu a omylu mfize byt naroény tkol (zkuste to!). Uéinnym nastrojem
je vsak nasledujici véta.

Véta 5.29 Necht' d = (dy,...,d,) je nerostouci posloupnost a n > 2. Posloup-
nost d je grafovd, prave kdyz je grafovd posloupnost

d = (dy—1,ds—1,....dgys1 — L,daso,...,dy).

Dukaz. ‘<’: Necht je dana posloupnost d a necht d’ je skére grafu G'. Pridejme
ke grafu G’ novy vrchol v a spojme jej hranami s d; vrcholy nevyssich stupnt.
Vysledny graf méa skére d.

‘=": Dejme tomu, ze d je skoére grafu GG. Pfimocarym odstranénim vrcholu w
s nejvyssim stupném bohuzel nemusime dostat graf se skére d’ — k tomu bychom
potifebovali, aby sousedy vrcholu w bylo d; vrcholi, jejichz stupné jsou nejvyssi
hned po w. Nasi strategii proto bude upravit G na graf se stejnym skdre, ktery
tuto vlastnost ma.

Necht H je libovolny graf se skére d. Sefadme jeho vrcholy do posloupnosti
(vi,...,v,) tak, ze stupeil vrcholu v; je d; (jinak na vybéru sefazeni nezalezi).
Definujme kvalitu q(H) grafu H jako nejvétsi i, pro které plati, ze vrchol vy
sousedi se vSemi vrcholy v, ..., v;. (Pokud jsou nesousedni jiz vrcholy vy, vs,
polozime g(H) = 1.) Necht H, je graf s nejvys$si moznou kvalitou mezi vSemi
grafy se skore d.

Ptredpokladejme nejprve, ze q(Hp) je nejvyse dy. Mezi dy vrcholy vg, ..., v4, 41
je tedy vrchol v;, ktery nesousedi s vrcholem v;. ProtozZe stupeii vrcholu v; je dj,
musi nutné existovat néjaky jeho soused vy, kde k > dy + 1. Tvrdime, Ze existuje
vrchol v, s vlastnosti

vjue € E(H), ale wvu ¢ E(H). (5.2)

Jinak by totiz kazdy soused vrcholu v; byl i sousedem vrcholu vy, a s ohledem na
vrchol v; bychom dostali d; < dj;,. To je nemozné, protoze j < k a posloupnost d
je nerostouci. Vrchol v, s vlastnosti (5.2) tedy existuje.

Vrcholy v1, vj, v a v, tvori ‘konfiguraci’ na levé strané obr. 5.7. Pokud hrany
v1vy, a vju, nahradime v grafu Hy hranami viv; a vgve, stupné vrchold (a tedy
ani skore) se nezméni, ale kvalita vysledného grafu bude vyssi. To je spor s ma-
ximalitou ¢(H,).

Dokazali jsme, ze q(Ho) > dy, takze vrchol v; sousedi s vrcholy vg, ..., v4,41.
Nyni ovsem graf vznikly odstranénim vrcholu v; z grafu Hy mé skére d’. Posloup-
nost d’ je tedy grafovéa, coz jsme chtéli dokazat. O

Cviceni

» 5.9 Zjistéte skore grafi:
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Obréazek 5.7: Zvyseni kvality grafu v dikazu véty 5.29. Hrany jsou znazornény
plné, ‘nehrany’ ¢arkované.

(a) tplny bipartitni graf K,,, (m ¢ervenych a n modrych vrchold, kazdé dva
rtiznobarevné jsou spojeny hranou),

(b) Hasseliv diagram Booleovy algebry 2%, kde X = {1,...,n}.
» 5.10 Najdéte dvojici neisomorfnich grafii se stejnym skdre.
» 5.11 Pro ktera n existuje graf se skére (n,n —1,...,1)?

» 5.12 Rozhodnéte, zda nasledujici posloupnost je souborem stupni néjakého
neorientovaného grafu bez smycek a nasobnych hran:

(a) (5,5,4,4,3,3),
(b) (7,6,6,5,4,4,4,3,3,3,2),
(c) (5,5,5,4,4,3,2).
» 5.13 * Graf je k-requldrni, pokud vSechny jeho vrcholy maji stupen k.
(a) Dokazte, Ze na n vrcholech existuje 3-regularni graf, pravé kdyz n je sudé.

(b) Charakterizujte dvojice (n,k) s vlastnosti, Ze existuje néjaky k-regularni
graf na n vrcholech.
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